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DEVELOPPEMENT DE L’ACCROISSEMENT D'UN POLYNOME
ENTIER SUIVANT LES PUISSANCES DES ACCROISSEMENTS

DES VARIABLES;
Pir M. MARGHAND.

Cette question, d’un intérét capital en Géométrie
analytique, est placée dans les programmes de I'Ecole
Polytechnique immédiatement aprés la formule du bi-
nome, avant les séries ct les dérivées. Il semble done
qu'il y ait licu de chercher une démonstration qui reste
simple, quel que soit le nombre de variables, et qui
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w'exige pas I’élablissement préalable de la formule de
Taylor généralisée.

Parmi les diflérentes méthodes que 'on peut proposer
dans ce but, il en est une qui me semble présenter un
intérét particulier dans I'éat actuel de la Science : elle
consiste a appliquer déja a ce probléme la notation
symbolique sur laquelle les savants allemands font re-
poser toute la théorie des invariants et covariants. L’ex-
position n’est guére pénible, méme si 'on prend la
précaution d’expliquer en détail esprit de la méthode.

1° Notation symbolique. — Soit une forme binaire

d’ordre n

, n
(2129) = apx} + —a, i txy—+. ...
JZ1 2y 071 U 2

Le cas particulier le plus simple est fourni par
(b -+ byry)n,
, - ) .\ .
qu’on peut éerire, d’'une maniére abrégée,
Hn.

Si, dans une question particulicre, on est conduit a
une relation du premier degré par rapport aux cocffi-
cients

(1) M@= My @y =4 o= hpdp.
il est clair que 'on en déduit
(2) hbF -+ WbV by - 4 Rk, L8,

Comme, d’ailleurs, a deux relations de la forme (1)
distinctes correspondent deux relations de la forme (2)
distinctes, on peut inversement de la formule (2) sup-
posée scule connue conclure, sans ambiguité, la for-
mule (1) qui lui a donné naissance.
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Si doncil ne s’agit que de relations purement linéaires
par rapport aux coefficientsde f'(x,x2).on peut prendre
b’ comme représentation symbolique de ce polynome.
On cntend par la que 'on effectuera les calculs avec
expression simple (b, 2~ boxs)” comme si b, et b,
¢taient des nombres donnés, et que I'on remplacera
dans le résultat

O par  «y,
OR=Yhy par ay,
5 opar «,.

20 Dérivées d’un polyndme & une seule variable.
— Le développement de f(x + %) suivant les puis-
sances croissantes de / est évidemment linéaire par
rapportaux cocflicients. Il s’obtiendra en prenant

Dy (1— Ry by |t = (b hby yn = b7+ 'Tlhblb;‘l

LTS,

1.2

.. h L e,
Le coeflicient de <7 que I'on appellera dérivée pre-

miére, est égal a

i

Lpn-1y =1 BT gy gz
e 1 L 1 f 1 2
N\

n
= nayr*'—4+ (n—1)—ayrn—2
[

n(n—r)
—_—
1.2

-+ (n—2) QXT3 — L,

On tire de Ia la régle ordinaire pour passer de f(.x)
a f'(e). Sile polynome primitif est multiplié par une
constante A, on a Ab% ct ensuite Andy 'b,; la dérivée
est aussi multipliée par .

Si donc nb%7'b, est la dérivée premicre de b7,
n(n—)b"*b5 scra la dérivée premiére de nbi ™' b,.
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Par conséquent, si I'on appelle dérivée seconde le
coefficient de I—’% dans lc développement, la dérivée
seconde est la dérivée premiére de la dérivée pre-
miére, etc.

Les différentielles s’obtiendraient avec une égale
facilité.

3% Derivées partielles d’un polynome a plusicurs
variables. — Je désigneral par xy, 2, ..., 2p les p va-
riables indépendantes, par y,, 55, . .., 3p lcurs accrois-
sements. Par cxemple, pour deux variables indépen-
dantes (coniques), on fera xy=wa, a,=), x3=1,
yi=h,y.==k, y3=o.

Soit done

])n ot )

s — S o I8

Slxras, . up) = E T pl B T T
N

On poscra symboliquement
Sz, 2, oo, xp) =0y ...+ bpx),)t= bL.

La dérivée particlle par rapport a Vune des va-
riables x, sera, d’aprés sa définition, nb,0%™". Si % est
une constante, la dérivée de 1 0% sera hnb, %",

On vérifiera facilement P'identité

B
0z dag

9

=n(n—1)bybgbli™? = m~

L’ordre des dérivations est donc indifférent.
La différentielle totale prend unc expression symbo-
lique trés simple

by yr+ by ys—=—.. )bt =nb, b1~ 1.
On voil encore que, A étant une constante, on aura
d(rf)=Ldf.

Par suite, la différentielle seconde, ¢’est-a-dire la dif-
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férentielle premiére de la difiérentielle premiéve, aura
pour cxpression
n(n—1)b3 6% 2,

la différentielle troisiéme, ete,

4° Développement général. — Si P'on donne i @y,
Xay ooy xples accroissements ¥y, 3°a, ...y ) py €N SUPpPO-
sant si 'on veut

rp=1, ¥p=o.

on aura évidemment
Oy(ry—y)+ ba(r2+y2)+—...= b, —b,,

N = (bp—byyn= bt — ’_l‘ DI by ..

D’apres la définition des différentielles, ceci peut
s'éerire
R . d d2 f dnr
= S S
) : 1 1.2 1.2...00
L’cxpression des coefficients en fonction des dérivées

particlles est facile a obtenir. On a
drf=n(n—r1).. . (n—z2+1)bFb5 %

Soit Cof ... 0%~ un coeficient quelconque de 4% il
donnera dans d*f

p e f

R —1)e (o — 2 1) CDB L bBr—1bn=% = c— S
1 P-1"x “ (i_

dait. . I

Ou rctombe sur P'expression

0 l) \\1 -
<1,$ '/‘J ) ).

( Cours d’ Analyse de M. Laurent, t. I, p. 142.)

Il est dailleurs bon d’observer que la forme symbo-
lique 63D7 * peut ¢ire conseryvée avee avantage en Géo-
métric analytique. Elle représente la polaire d’ordre %
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du point »,y.), relativement a la courbe 67 =o et
permet de résoudre les problémes les plus usuels de
la Géométrie analytique. (Voir Lecons sur la Géome-
trie, par A. Clebsch, recueillies par F. Lindemaun,
traduites par A. Benoit.)



