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SUR LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX POLYNOMES
ENTIERS;

Pu* M. ETIENNE POMEY

Je me propose, dans ce travail, de chercher les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que les polynômes
entiers

ƒ = a0 H- CL\T -r- aïX
2-r- . . . - r CLmXm*

% = ÙQ—biX -+- b^x"1 -h . . . H- hnx
n,

m étant supérieur ou égal à «, aient un plus grand
commun diviseur de degré p, et de former ce plus grand
commun diviseur.

LEMME I. — L'expression génerale des polynômes
entiei s «, v satisfaisant à l'identité

est donnée par les formules

{}) u = gtA,

(3) o—- / iA .

oà\ désigne un polynôme entier quelconque et f\ et g{

les quotients de f et g par leur plus grand commun
diviseur 0.

En eflet, l ' identité ( i ) peut s'écrire
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Si f et g sont premiers entre eux, on peut supposer
(j— i,y'i — ƒ? v,r< — #• S'ils n e sont pas premiers entre
eux, 0 n'est pas identiquement nul. Dans les deux cas,
on peut donc diviser l'identité (4) par 9, ce qui donne

(j) llfi-T- çgi—O.

On voit ainsi que g{ divise uf\\ mais gK est premier
avec ƒ ; donc il divise «, et l'on a

(2) K^^iA,

À étant un polynôme entier. Alors l'identité (5) peut
s'écrire

ou, puisque gK n'est pas identiquement nul,

Ainsi, pour que u et v puissent satisfaire à la rela-
tion (i) , il faut qu'ils rentrent dans les formules ('•>)
et (3) ; d'ailleurs les polynômes donnés par ces formules
satisfont à l'identité (i) , quel que soit le pol A nome A.
Le théorème est donc démontié.

Li AI ML II. — Lorsque le plus grand commun divi-
seur 9 de f et g est de degré p, il eaiste, quelle que
soit la valait de q, pjise parmi les nombres i , •>,
3, .. , p, deux polj nomes u, v de degrés respectifs n—y,
m — q, satisfaisant à Videntité uf'-f- vg = o.

En eiî'cl, 9 étant, par hypothèse, de degré /?, les po-
lynômes ƒ', et g{, quotients de f et g divisés par 9, s'ont
des degrés // — p et m — p; alors, si dans les formules
(fi) et (3) du lemme I, qui définissent tous les couples
de polynômes w, v satisfaisant à uf-\- vg ^ o, on prend
pour V un polynôme arbitraire de degré p — y, en dé-
signant par q l'un des nombres i, r>, .. , /?, les poly-



nomes u, s> correspondants fournis par ces formules ont
respectivement pour degrés n — q et m — q.

LEMME III. — Lorsque le plus grand commun divi-
seur 9 de f et g est de degré p, il existe un couple de
polynômes //, v respectivement de degré n—p et m—p,
satisfaisant à Videntité uf-+-vg = o. Il n'en existe
qu un seul, abstraction faite d un facteur constant
arbitraire.

En effet, Ö étant de degré p, fK et gK sont de degré
n—p et m—p. Alors, d'après les formules (a) et (3)
du leminc I, tous les couples de polynômes u, v, de
degré n — p et m — />, satisfaisant à uf-t- vg ™ o, s'ob-
tiendront en multipliant gi et — f par une même con-
stante A, arbitraire d'ailleurs.

LEMME IV. — Lorsqu'il existe un couple de poly-
nômes M, p, déterminés à un facteur constant arbitraire
près, respectivement de degrés n — p et m — p, tels
que uf~h vg soit identiquement nul. le plus grand
commun diviseur Q de f et g est de degré p.

En effet, l'expression générale des polynômes w, r
satisfaisant à l'identité uj H- vg = o est donnée par les
formules (2) et (3) du lemme I. Pour que ces poly-
nômes M, v soient déterminés, à un facteur arbitraire
près, il faut que le polynôme A se réduise à une con-
stante; alors, pour que u et v aient pour degrés n—p
et m -—/?, il faut que g", et fx soient eux-mêmes de
degrés n — p et m —p ; or ces derniers polynômes sont
les quotients de g et ƒ par Q; il faut donc que 9 soit de
degré p.

Ces lemmes préliminaires établis, on peut rattacher
les conditions d'existence d'un plus grand commun di-



viseur de degré p, soit au résultant d'Euler-Bézout-
Sylvester, soit à celui de Bézout-Cauchy. C'est ce que
je ferai successivement dans la première et dans la
seconde Partie de ce travail.

PREMIERE PARTIE.

RÉSULTANT D ' E U L E R - B É Z O U T - S Y L V E S T E I I .

Notations. — Dans ce qui suit, nous désignerons
par Ro le déterminant suivant, d'ordre ni -f- n

bx ax a0

a1 .

a0

bn . . «i

dans lequel les ni premières colonnes contiennent uni-
quement les coeiïicients de g, les n dernières uniquement
les coellieiYnls de f, et où l'on considère comme nuls
tous les éléments non écrits situés en dehors des deux
parallélogrammes recouverts par les a et par les b. Sauf
une légère modification d'arrangement, ce déterminant
est le résultant d'Euler-Bézout-Sylvester relatif aux po-
lynômes ƒ et g.

jSoub désignerons par R, le déterminant qui se déduit
de Ro par la suppression des i rangées quadrangulaires
extrêmes, c'est-à-dire par la suppression des i premières
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et des i dernières lignes, ainsi que des i premières et des
i dernières colonnes.

Nous appellerons R,y le déterminant obtenu au moyen
de Rj en substituant à sa première ligne les éléments
correspondants de la jfielne ligne de Ro.

En désignant par q l'un quelconque des nombres i*

i et posant

= a0 -^ at x — a2 x1
. . . -4- a / t_7

-H

nous appellerons S^ le système d'équations obtenu en
égalaut à zéro les coeilicients du polynôme uf -f- r^r, ce
sytème étant écrit sous la forme spéciale suivante :

an ao-f- a,i_i

fim—</

Nous appellerons enfin S ^ le système qu'on déduit
de S^en y supprimant les & premières équations, et Sh

qk

le système obtenu en remplaçant la première équa-
tion S^A par l a hitme équation de S^.

De ces définitions résultent les remarques suivantes :
Premieree remarque piéliminaire. — Si l'on consi-

dère le système S^:<?_i, composé de m -\- n—iq + 2
équations linéaires et homogènes par rapport aux
m-{-71— iq + 2 quantités jîm_y, ^ « ^ o . . . , fio, ao,
a1? . . . , a/2_0, les coefficients de ces quantités dans ce
système forment un tableau carré, dont le déterminant
est R7 i, d'après la définition de R<.
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Deuxième remarque préliminaire. — D'après ce

qu'on vient de voir, le déterminant des coefficients des
p et des a dans S/7?/7_l est R^^ . AJors, si l'on supprime
la première équation du système Sp^p_i, ce qui donne
le système S^^, et que dans ce dernier ou supprime les
termes en $m^p, on voit que les coefficients des [3 et des a
restants forment un tableau carré, dont le déterminant
se déduit de Ry,_i en supprimant sa première ligne et
sa première colonne. Comme le nombre/; désigne, dans
ce travail, le degré du plus grand commun diviseur, il
est au plus égal à /*, et par suite le déterminant consi-
déré est

A ==

\\ présente m — p colonnes formées avec les coeffi-
cients A, et n — p -f- i colonnes formées avec les coeffi-
cients a.

En le développant par rapport aux éléments de la
dernière ligne, on a

A = am.



le déterminant qui multiplie am présentant m •—p co-
lonnes formées avec les h et n —p formées avec les a.
Ce déterminant est donc R^, et l'on a

A = am R/}.

Troisième remarque préliminaire. — Lorsque dans
S^w_, on remplace la première équation parla hume équa-
tion de S^, h étant l'un quelconque des nombres î,
9, . . . , < / — î, les coefficients des (3 et des a dans le
système obtenu S^ __1# forment un tableau carré, dont
le déterminant est R ^ ^ A ? d'après la définition de
R/?y donnée précédemment. Ainsi le déterminant de

SJ
P p-\ {]' z=z 11 2> • • • * P — 0 e s t R/?-i,/î e t Ie détermi-

nant de SJ£ifP ( ; = o, î, 2, . . . , / ? — î ) e s t R ^ ^ , .

THLORÈME I. — Pour que le plus grand commun
diviseur Q de f et g soit de degré p, il faut et il suffit
que Von ait

Ko = R, = R2 = . . . = \{p_ ! = o et l\Pl o.

E n eiïet, si 6 est de degré p , il existe ( lemme I i ) ,

quelle que soit la valeur de q choisie parmi les nom-

bres î , 2, . . . , ƒ ? , deux polynômes

u = (
v == 30-f- Pi^r-T-...— $m-qx

m-'i,

où 0Ln_q et fim_q sont différents de zéro, qui rendent
identiquement nul le polynôme uf-t- vg, c'est-à-dire
dont les coefficients vérifient le système S^ et, par suite,
aussi le système S^__!. Il en résulte que ce dernier
système admet pour les [3 et les a une solution où ces
quantités ne sont pas toutes nulles, puisque j3w_^ et
oin_q en particulier, qui figurent dans la dernière équa-
tion avec les coefficients bn, am essentiellement diffé-
rents de zéro, ont, dans cette solution, des valeurs non
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nulles. Par conséquent, enfin, le déterminant de ce
système, qui est R^_i, d'après la première remarque
préliminaire, est nul ; et, comme q désigne l'un quel-
conque des nombres i, 2, . .., p choisi arbitrairement,
on a

Ro = R, = R2 = . . . = R ^ , = o.

En outre, d'après le lemme III, le système S^ fournit
pour les [3 et les a une solution déterminée, à un fac-
teur constant arbitraire près, dans laquelle a,, _p et fim_p

ont des valeurs différentes de zéro. Or, si l'on attribue
à l'une quelconque des inconnues cLn_p, fim-p l l l i e va-
leur arbitraire non nulle, la dernière équation fournit
pour l'autre inconnue une valeur unie non nulle. Le sys-
tème S^j,, composé de m-\-n — 2/>-f-i équations linéai-
res et non homogènes par rapport aux ni H- n— zp -f- 1
inconnues j3/w_y,_<, . . ., ,30^ au, a,, . . . , a,,_^, admet alors
pour celles-ci une solution finie unique en fonction
de {jm_p. 11 eu résulte que le déterminant formé par les
eorilicients des [J et deb a autres que rfim-p dans ce sys-
tème est différent de zéro. Or 011 a vu (deuxième re-
marque préliminaire) que ce déterminant A a pour
\aleur am\\p\ mais am est essentiellement différent de
zéro; par conséquent, l{p est lui-même différent de
zéro.

Les conditions énoncées sont donc nécessaires.
Réciproquement, ces conditions sont suffisantes 5 car,

en les supposant remplies, 0 ne peut être de degré infé-
rieur a />, puis-que cela exigerait que l'un des détermi-
nants Ro, Ri, . . ., R7,_i fut différent de zéro; il ne peur
pas non plus être de degré supérieur à /?, attendu que
cela exigerait la condition R^^^ o. Dans les deux cas,
le résultat serait en contradiction avec les hypothèses.
Donc 9 est de degré /?.



On peut démontrer un second théorème équivalent
au précédent, mais qui donne les conditions nécessaires
et suffisantes au moyen de p -\- i déterminants de même
ordre que R^.

THÉORÈME IL — Pour que le plus grand commun
diviseur 9 de f et g soit de degré p, il faut et il suffît
que Von ait

et

En effet, si 9 est de degré p, il résulte du lemme III
que le système S^ admet pour les [3 et les a une solution
unique (abstraction faite d'un facteur constant arbi-
traire), dans laquelle les valeurs de cnn_p et $m_p ne
sont pas nulles. Il en est ainsi, en particulier, du sys-
tème Sp,p-t et de chacun des p — i systèmes S*j)/,_1

( ƒ = i, a, ...,/> — i). Donc les déterminants de ces sys-
tèmes homogènes, qui sont R^_i, R^_<^, R^_!,2, ••-,
"Rp-i^p-ii d'après la troisième remarque préliminaire,
sont nuls.

Si, de plus, on attribue à $m_p une valeur arbitraire
non nulle, dans le système S^^, qui est linéaire et non
homogène par rapport aux quantités fim_y,_i, . . . , [J0,
a0, . . . , 0Ln_p, ce système admettant une solution unique
pour ces quantités, le déterminant de leurs coefficients
dans S^/? est différent de zéro. Or, d'après la deuxième
remarque préliminaire, ce déterminant A a pour va-
leur ajnRp, et comme ant est essentiellement différent
de zéro, on a R/?< o. Les conditions énoncées sont donc
nécessaires.

Elles sont suffisantes. En effet, en les supposant rem-
plies, le système Sp fournit, pour les [3 et les a, un seul
système de valeurs, déterminées à un facteur constant
près, où OL,2_P et j3w_/> sont différents de zéro. 11 y a donc



un couple de pol\ nomes //, y, de degrés n — p et /// — p,
tels que le polynôme uf-\- vg soit identiquement nul,
et il n'en existe qu'un, abstraction faîte d'un facteur
constant arbitraire. Par conséquent (lemme IV), le plus
grand commun diviseur 0 est de degré p.

Expression du plus grand commun diviseur de f et g.
— En supposant que ƒ et g aient un plus grand commun
diviseur 0 de degré j), proposons-nous de former ce po-
])iiôme.

Si l'on peut trouver deux polynômes M, ('déterminés,
et un polynôme déterminé 9 de degré /?, tels qu'on
ait uf-+- vg =Ï 0, ce polynôme 8 est le plus grand com-
mun diviseur de ƒ et g\ car, si cette relation existe,
tout diviseur commun à ƒ et g divise 6; il en est ainsi,
en particulier ? du plus grand commun di\ iseur de j'et £,
et, comme il est de même degré p que 0, il lui est égal, à
un facteur constant près.

De cette simple observation résulte immédiatement Ja
marche à suivre pour rechercher Ö.

Posons
U :== a0 -r- X\ X H-. . . H- a«_r / xn~ 7,

0 - Yo-h Y !#---. . .-r- Y/;-l.**-1+.#'',

et cherchons à déterminer q de façon que l'identité
uf -\- vg^^h ait lieu pour des valeurs déterminées des a,
des j3 et des y.

J/identité */ƒ+ t'g-= 6 est équivalente à un système
d'équations linéaires par rapport aux a, aux [3 et aux y;
ce système n'est pas homogène, puisque le coefficient
de xP dans 6 est l'unité. Pour qu'il fournisse une solu-
tion unique pour les a, les [3 et les y, il faut que le
nombre d'équations soit égal à celui des inconnues. Or
celles-ci sont en nombre (n — </-f- i) -f- (/;? — (/-\- i) -{-p,
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nombre qui surpasse le nombre p-\- 2 des termes de 0
de la quantité [n— q) -f- (m — q), positive ou nulle.
Il faut donc que le nombre des termes de uf-h vg sur-
passe d'autant d'unités le nombre p -+- 2. Or ce nombre
de termes est supérieur d'une unité au degré z// -f- 7? — q
de ce polynôme. On doit donc avoir

m -r- n — q -J- I = (m -h n — 'iq) -Hp -t- 2,

c'est-à-dire

Pour que cette valeur de </ soit admissible, il faut et
il suffit qu'elle ne rende pas négatif le nombre n — y,
puisque celui-ci représente le degré de u. Jl faut donc
et il suffit qu'on ait n— (/>+ 1) = o, c'est-à-dire p<n — 1,
ou enfin que p ne soit pas égal à zz, puisque, d'après sa
définition, p ne peut surpasser n. Or on peut exclure le
cas où /; serait égal à zz, sans restreindre la généralité
du raisonnement, puisque, dans ce cas, 9 est immédia-
tement connu et n'est autre chose que le polynôme g
lui-même.

xidoptant donc pour q la valeur p -h 1, le système qui
détermine les a, les p et les y est

A '' -4- bj-i Pi -f- bj po-f-ay a o + a ; - i a | + . . . — y/ =

Le groupe A des p premières équations se déduit du
groupe des p premières équations du système Sp+{ en

Afin, de Mathcmat., 3e série, t. VII. (Septembre 1888.) ^7



retranchant à leurs premiers membres respectivement
-V 7<, . . . , Vy,-i • Le second groupe B est le groupe S ^ , ^ ,
où l'on a simplement retranché l'unité au premier
membre de la première équation.

Pour avoir l'inconnue yy, j désignant l'un quelconque
des nombres o, i , 2, . . . , / > — 1, nous calculerons les a
et les jï au moyen du système B, et nous porterons leurs
valeurs dans la (7-f-i) i t m e équation du système A. Or
on sait que le résultat final de cette substitution s'ob-
tient en égalant à zéro le déterminant complet D du sys-
tème formé par la réunion de la ( ƒ -}- i) iemo équation de
A avec le système B. On a ainsi

. . . b,

D =

f)P

t>n fini

les deux premiers éléments de la dernière colonne de D
étant — y ƒ et — 1, et tous les autres étant nuls.

Or, le déterminant obtenu en supprimant dans D la
dernière colonne et la première ligne est celui du sys-
tème $p+\,p, c'est-à-dire Hpi d'après la première re-
marque préliminaire. Le déterminant obtenu en suppri-
mant la dernière colonne et la seconde ligne de D est
celui du système Sf

p\\ p : c'est donc R/>,y+i en vertu de
la troisième remarque préliminaire. Il résulte de là que,



en développant D par rapport aux éléments de la der-
nière colonne, l'équation précédente peut s'écrire

d'où ij V P^1 ~ °'

On peut donc facilement énoncer le théorème sui-
vant :

THÉORKMT, IJL — Lorsque le plus grand commun
diviseur 0 de f et g est de degré /;, l'expression de ce
pol} nome est donnée par Videntité

SECONDE PARTIE.

RÉSULTANT DE BKZO1 T-CAl CHY.

Notations. — Dans ce qui suit, nous poserons

$-?= bi+l -f- 6/+ 2 .r -h...H- bnorn-'- ^

/ / - l cl./## — 1



Ce déterminant r0 est le résultant d'ordre m de
Bézout-Cauchy. Les coefficients c/y y occupent la sur-
face d'un rectangle, dans lequel C{j est à l'intersection
de la (i -f- i) i (me ligne et de la ( ; •+• i)1(me colonne. Les
coefficients b y occupent la surface d'un parallélo-
gramme. En dehors de ces deux surfaces, tous les élé-
ments sont nuls.

Nous appellerons 77 le déterminant formé au moyen
de 7*0, en y supprimant les i premières lignes et les i pre-
mières colonnes, et rtj le déterminant qu'on déduit de
fi en substituant à sa première ligne les éléments cor-
respondants de la/il'm<i ligne de r0.

Nous appellerons sq le système d'équations suivant :

i - 1,0 '-il— q

/l- 1 , 1 t*H -t/

('H - 1 , M

Nous désignerons par . Î ^ le système qu'on déduit de
.Vy cMi y supprimant les A premières équations, et par
vy 7-1 1(1 système obLenu en remplaçant la première équa-
tion de ,̂<7_i par la //1('inc équation de s(/.

Cela posé, nous ferons quatie remarques prélimi-
naires importantes.

Première remarque préliminaire. — Si Ton consi-
dère le système sq>q_Kl composé de m — q -+-1 équations
linéaires et homogènes par rapport aux m — q -h i quan-
tités Ào, A,, . . . , A/w_£, le déterminant des coefficients
de ce système est rq_^ d'après la définition de 77.

Deuxième remarque préliminaire. -— D'après ce
q u ' o n \ i c n t d e \ o i r , l e d é t e r m i n a n t d e s p % p _ { astrp.h.
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Alors, si l'on supprime la première équation de sp^p_{y

ce qui donne sPiP, et que dans ce dernier système on
supprime les termes en "k0, le déterminant des coeffi-
cients restants se déduit de rp_x en supprimant sa pre-
mière ligne et sa première colonne : ce déterminant est
donc rp.

Troisième remarque préliminaire, — Lorsque dans
sq,q~\ o n remplace la première équation par la / j i o m c équa-
tion de sq, h étant l'un quelconque des nombres i,
2, . . . , y — i , l e déterminant du système obtenu .ŝ  ,
est rq_A^t, d'après la définition de /*//.

Ainsi, le déterminant sJ
p^p_K (/ = 1,2, . . ., p — 1) est

/>_i,/,et le déterminant de sp\\^p (j = o, 1,2, ...,ƒ?—1)

Quatrième remarque préliminaire. — On peut mettre
les polynômes u et v

a =— a0 -+- a} a -+-. . . -f- a„_,7 .rn~f/ )
l ( q = 1 , -it, . . . , / ) H - 1 )

sous la forme

'̂ E^ [Xof</—1~ \x\fq~~* ' "^ \xn-qfn — \

Xo et [JL0 étant différents de zéro, si ces polynômes sont
exactement de degrés n — q et m — q.

En effet, pour cela, il faut et il suffit que les systèmes
obtenus par identification donnent pour les A et les \J.
des valeurs unies et déterminées, quels que soient les a
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et les [J. Or ces deux systèmes sont :

bu!» = *n-q,

+(i-h Ào -h . . .

'^//i K-l — iJm—ij—\

— fini—m

r- -r- tt« [^»—//+ ^n—q+1 = 00*

Le détrrmiiianl des coeilicients des inconnues )v du
.système LJ est (iw)"~^+ < , qui est diilereiit de zéro : ces
inconnues ont donc des valeurs finies déterminées.

Le déterminant des coefficients des inconnues JJL dans
les n — <y-f-i premières équations du système V étant
((im)n 'q+i est aussi dilîérent de zéro, et ces inconnues a
ont des valeurs unies déterminées. Enfin chacune des
///, — n dernières équations du système V ne contient
qu'une inconnue ),, qui est d'ailleurs aifectée d'un coef-
ficient égal à l'unité, en sorte que ces inconnues X, à
leur lotir, ont des valeurs finies déterminées.

D'ailleurs la première équation de chacun des sys-
tèmes L, V montre que si u et v sont exactement de
degrés n —q et m — r/, ce qui suppose xn_q^m_q^o^
on a

TIJI:OIIÈMI: J. — Pour que le plus grand commun divi-



seur 9 de f et g soit de degré ƒ?, il faut et il suffit que
l'on ait

/"o = rx — r2 = . . . — ;> - i — o et rp \ o.

En effet, si 0 est de degré p, il existe (lemme U) ,
quelle que soit la valeur de q prise par les nombres i,
2, . . . , p, deux polynômes u, v de degrés n — q, ni— q
tels que le polynôme uj -f- vg soit identiquement nul.
Egalons d'abord à zéro les coefficients des termes des
degrés m, ni -h i, . . ., ni -\- n — q. Or le coefficient de

n-h^ jt désignant l'un quelconque des entiers qy

, . . . , w, est

n—1 fi m—/*-H~^ ^'a

ou, d'après les équations U, V delà quatrième remarque
préliminaire,

(X0-i- ji.ü)(a/„+7_/i brt-\r...-+- ambn+q-/t)

- ^ ( X J - J - [Xi) (a ,n+(/-/{+i b n -+-. . .-4- a mb n^-fj-j^x)

-H (X/j-^-i- {xh-q)ambn.

En égalant à zéro les valeurs que prend cette expres-
sion, quand on y donne successivement à h les valeurs q,
q -f- i, . . . , 7ï, on aura des équations de la forme

(X0-t- \x{i)ambll = o,

(X0-r- |X0)Hw-7-h -+- (\tl-q-\- \Xn-q) amb/(, — o,

l i n 1I2, . . . , H/*-?, . . • étant des coefficients déterminés.
Mais on a

ambn<o;

vc système exige donc

Ji.o = A o , ï-«-l = — ^ 1- • • • • \3n-q— k/i-q-
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En tenant compte de ce premier résultat, le polynôme

uf-\~ i'g devient

^n-qign-lf — fn-l g) + \a-q+lg
\n-q+2Xg -h. . .-h \,n-qX

m-n-lg,

ou bien

bltx'1)

Il reste actuellement à égaler à zéro hts coefficients
de ;r°, .r, jr'J, . . . , xm~^ cv f[iii donne le système dé-
signé précédemment par sq. Ce sysième doit avoir par
rapport aux X une solution où ),0 ait une valeur non
nulle. Il en est de même du système sÇyq_t ; par suite, le
déterminant de ce système, qui est rq__K d'après la pre-
mière remarque préliminaire, est nul. Et comme ceci a
lieu en donnant à q successivement les valeurs i, ^, ...,ƒ>,
on a les conditions

r() = n — r2 = • . . = />-i = o.

En outre, d'après le lemme III et en vertu de la qua-
trième remarque préliminaire, le système sp^p admet
pour les ), une solution où Ao n'est pas nul; et, par
suite, si l'on donne à Ao une valeur arbitraire non nulle,
il admet pour les autres A une solution Unie unique, en
sorte que le déterminant des coefficients de ces inconnues
e&t diÜcreiit de zéro. Mais, d'après la deuxième remarque
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préliminaire, ce déterminant est rp. On a donc

rp ^ o.

Les conditions énoncées sont, par conséquent, néces-
saires.

Elles sont suffisantes} car, si Ô était de degré inférieur
à p, le premier déterminant /•/ non nul aurait un indice
inférieur à /?, et si Q était de degré supérieur à p, le pre-
mier déterminant ri non nul aurait un indice supérieur
à /?, résultats contraires l'un et l'autre aux hypothèses.
Donc 0 est de degré p.

THÉORÈME II. — Pour que le degré du plus grand
commun diviseur 0 de f et g soit p, il faut et il suffit
que Von ait

Dans la démonstration du théorème précédent, on a
déjà prouvé la nécessité des conditions rp_\ = o et rp^ o,
au cas où Û est de degré p. Il faut en outre, d'après le
lemme III, que chacun des systèmes

ait une solution où les inconnues ne soient pas toutes
nulles (puisque Ao est différent de zéro) : or cela exige
que les déterminants de ces systèmes, qui, d'après la
troisième remarque préliminaire, sont /*/j_i?i, i'P-\^i-) •••?
''/7_i,/7_i soient nuls. Les conditions énoncées sont donc
nécessaires.

Elles sont suffisantes. En eiïet, en les supposant rem-
plies, il existe un couple et un seul de polynômes //, v
de degrés n —p et m—/;, tels que uf~+- ygsoit identi-
quement nul (en faisant abstraction dun facteur con-
stant arbitraire pour u et i>), et, par suite (lemme IV),
H est de degré /;.



( 4*6)
Expression du plus grand commun diviseur 9 de f

et g. — On suppose remplies les conditions énoncées
soit dans le théorème I, soit dans le théorème II. Cela
étant, on va chercher deux polynômes déterminés u et p,
tels que 11/-+- vg soit un polynôme de degré /; : ce poly-
nôme sera le plus grand commun diviseur cherché 6.

Dans les polynômes u et y, pris sous la forme spéciale
qu'autorise la quatrième remarque préliminaire, adop-
tons pour (j la valeur p -f- 1, puis posons

0 ^ Yo ~+" T i & ~^~ • • • ~+~ v/>—13^""* H~ 3^J«

et identifions les polynômes iif-\~ \>g et 6. On obtient
ainsi un système d'équations qu'on peut décomposer en
deux groupes : le premier groupe A se déduit du groupe
des p -f- 1 premières équations du système sp+u en re-
tranchant respectivement à leurs premiers membres y0,
Y1' • • •> Y/'-* ' ^e second groupe B est le groupe sp+ijP1

où l'on a simplement retranché l'unité au premier
membre de la première équation.

L'équation donnant yy, où y a pour valeur l'un quel-
conque des nombres o, 1, 2, *. ., p — 1, s'obtiendra en
éliminant les A entre la (y -f- i ) u m e équation du groupe A
et les équations du M s le me B. Le résultat de l'élimina-
tion s'obtient en égalant à zéro le déterminant complet d
de ce système, ce qui donne

CP,J CP+^J - " cn-\j bj bj-i . . . —v

cP,m—l cp+l,m-i - • • ('n-[,/n — 1 bno

Or le déterminant obtenu en supprimant dans d la dor-



ïiière colonne et la première ligne est celui du groupe
Sp+*,P'> c'est-à-dire rp d'après la première remarque
préliminaire. Le déterminant obtenu en supprimant la
dernière colonne et la seconde ligne de d est celui du
syslème sJ

p
+

+\ p (ƒ = o, i, 2, ..., p — 1), c'est-à-dire rpj+i

en vertu de la troisième remarque préliminaire. En dé-
veloppant d par rapport aux éléments de la dernière
colonne, l'équation d = o peut donc s'écrire

d'où

On peut donc enfin énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME III. — Quand f et g ont un plus grand
commun diviseur 6 de degré p, ce polynôme est donné
par l'identité

P-1 -i- rpxi>.


