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SUR LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX POLYNOMES
ENTIERS;

Pir M. Etiov\e POMEY

Je me propose, dans ce travail, de chercher les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que les polynomes

entiers
f=ao+ a;x — axr—+— ...+ a,xrm.

g=by— b2+ byz2+ ...+ by2",

m étant supérieur ou égal A n, aient un plus grand
commun diviseur de degré p, et de former ce plus grand
commun diviseur.

Lewvie I. — L'expression génerale des polyndmes
entier s u, v satisfaisant & 'identité

(1) uf +vg=o
est donnée par les formules

) w= g A.
(3) o =— f1A.

. W ’ . “ . 3
ol A désigne un polyndéme cntier quelconque et f et g,
les I/UOtleIZlS‘ def et g par leur plus g/'and cominun
diviseur .

En eflet, Pidentité (1) peut s’éerire

(4) /10— vgh =o.
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Si f et g sonL premiers entre cux, on peut supposer
=1, /v —f, gv=g.S'ils ne sont pas premiers entre
cux,  n’cst pas identiquement nul. Dans les deux cas,
on peut donc diviser Videntité (4) par §, ce qui donne

(3) wfi—+vgy=o.

On voit ainsi que g, divise uf,; mais g, est premicr
avee i3 done il divise u, et Pon a

(2) w= g7 A,

A éant un polynome enticer. Alors I'identité (5) peut
s’éerire

siViregi=o
ou, puisque g, n’est pas identiquement nul,

(3) o —— i\

Ainsi, pour que u et ¢ puissent satisfaire a la rela-
tion (1), il faut qu'ils rentrent dans les formules ()
et (3); d'ailleurs les polvnomes donnés par ces formules
satisfont a 'identité (1), quel que soit le polynome A.
Le théoréeme est done démontié.

Ly v IL. — Lorsque le plus grand commun divi-
seur Ode fet g est de degré p, il existe, quelle que
soit la valewr de ¢, prise parmi les nombres 1, »,
3, .., p, deux poly nomes u, v de degrés respectifsn—yq,
m—q, satisfaisant a lidentité uf + vg = o.

En ellet, § étaut, par hypothése, de degré p, les po-
lynomes f, et g, quotients de f et g divisés par 0, Sont
des degrés 1 — p et m— pj alors, si dans les formules
(2) et (3) du lemme I, qui définissent tous les couples
de polynomes u, v satisfaisant a uf + vg = 0, on prend
pour \ un polynome arbitraire de degré p — ¢, en dé-
signant par ¢ Pun des nombres 1. 2, .. , p. les poly-
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nomes u, v correspondants fournis par ces formules ont
respectivement pour degrés n — g et m — g.

Learwe L. — Lorsque le plus grand commun dici-
seur § de fet g est de degré p, il existe un couple de
polynémes u, v respectivement de degré n—p et m—p,
satisfaisant & l'identité uf 4+vg=o. Il n'en eriste
qu'un seul, abstraction faite d’un facteur constant
arbitraire.

En effet, § étant de degré p, f, ct g, sont de degré
n—p et m—p. Alors, d’aprés les formules (2) et (3)
du lemme I, tous les couples de polyndmes u, v, de
degré n— p et — p, satisfaisant i uf + ¢vg = o, s'ob-
tiendront en multipliant g, et — f} par une méme con-

£ .
stante A, arbitraire d’ailleurs.

Lesvie IV, — Lorsqu’il existe un couple de poly-
nomes u, v, déterminés a un _facteur constant arbitraire
prées, respectivement de degrés n—p et m — p, tels
que uf +vg soit identiquement nul, le plus grand
commun diviseur O de f et g est de degré p.

En eflet, 'expression générale des polynomes u, v
satisfaisant & I'identité uf + vg = o est donnée par les
formules (2) et (3) du lemme I. Pour que ces poly-
noémes u, v soicnt déterminés, a un facteur arbitraire
prés, il faut que le polynome A se réduise a une con-
stante; alors, pour que u et v aient pour degrés n—p
et m—p, il faut que g, et f] soient cux-mémes de
degrés n— p et m — p ;5 or ces derniers polynomes sont
les quotients de g ct f par §; il faut donc que 6 soit de
degré p.

Ces lemmes préliminaires établis, on peut rattacher
les conditions d’existence d’un plus grand commun di-
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visecur de degré p, soit au résultant d’Euler-Bézout-
Sylvester, soit a celui de Bézout-Cauchy. C’est ce que
je ferai successivement dans la premiére et dans la
seconde Partie de ce travail.

PREMIERE PARTIE.

RESULTANT D EULER~-BEZOUT-SYLVESTER.

Notations. — Dans ce qui suit, nous désignerons
par R, le déterminant suivant, d’ordre m +n

bo ag
by oa ap
. ay
bo . . ay
by b, b, . . ay s
[)l . Am .
A
. b, .o
b, Am

dans lequel les m premiéres colonnes contiennent uni-
quement les cocllicients de g, les n derniéres uniquement
les coeflicients de f; et ou 'on considére comme nuls
tous les ¢léments non écrits situés en dehors des deux
parallélogrammes recouverts par les a et par les 5. Sauf
unc légére modification d’arrangement, ce déterminant
est le résultant d’Euler-Bézout-Sylvester relatif aux po-
lynomes fet g.

Nous désignerons par R, le déterminant qui se déduit
de R, par la suppression des i rangées quadrangulaires
extrémes, ¢’est-a-dire par la suppression des ¢ premiéres
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etdes ¢ derniéres lignes, ainsi que des ¢ premiéres et des
{ derniéres colonnes.

Nous appellerons R, le déterminant obtenu au moyen
de R, en substituant a sa premiére ligne les éléments
correspondants de la j*m¢ ligne de R,.

En désignant par ¢ 'un quelconque des nombres 1.
2, ..., p-+1 et posant

U =AU T = Ao Ay TR,

(3 n I —
= \30—'— ?1.”"}— r)?_J‘Z"—- e k),,l._q‘T’" 7,

nous appellerons S, le systéme d’équations obtenu en
égalant a zéro les cocllicients du polynome uf + vg, ce
syteme étant éerit sous la forme spéciale suivante :

by Bo+ ay 2o

boB1+ by Bo— ay 2g— ayy

o3 ”
,e .—.l),”.)m_u Uy Qg Xy
A} o
..— by, Pm—n—1 = A%y
n =
/J/zr'm—q = Qg

ous appellerons enfin S, ; le systéme qu’on déduit
N ppell fin S, x le syst
de 5,4 en y supprimant les & premiéres équations, ct SZ,,‘
le systéme obtenu cn remplacant la premicre équa-
tion S, ; par la Ai*™¢ équation de S,.
De ces définitions résultent les remarques suivantes :
remiere remarque pieliminaire. — Sil’on consi-
P que piél Sil
déve le systeme S, , 4, composé de m —+n—2q + 2
¢quations linéaires et homogénes par rapport aux
m-n—2q-+2 quantités Bp_q, Ba_g 1, -y Doy %oy
Wiy + oy %n_gy les coeflicients de ces quantités dans ce
systéme forment un tableau carré, dont le déterminant
est R, ;, d’apres la définition de R,.
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Deuxiéme remarque préliminaire. — D’aprés ce
qu’on vient de voir, le déterminant des coeflicients des
Betdesadans S, , , est R,_,. Alors, si I'on supprime
la premiére équation du systéme S, , 4, ce qui donne
le systtme S, p, et que dans ce dernier on supprime les
termes en B,_p, on voit que les coeflicients des et des o
restants forment un tableau carré, dont le déterminant
se déduit de R,_, en supprimant sa premiére ligne et
sa premicre coloune. Comme le nombre p désigne, dans
ce travail, le degré du plus grand commun diviseur, il
est au plus égal & n, et par suite le déterminant consi-
déré est
bpar by @y ap—,y

A
b

o Ay

11 présente m—p colonnes formées avee les cocfli-
cients b, et n— p —+1 colounes formées avec les coeli-
cients «.

En le développant par rapport aux éléments de la
derniére ligne, on a

bpy by a, a,_

A:({,,,. / I
.

An

by Tm
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le déterminant qui multiplie a,, présentant m — p co-
lonnes formées avec les & et n— p formées avec les a.
Ce déterminant est donc Rp, et l'on a

A=ap Rp-

Z'roisieme remarque préliminaire. — Lorsque dans
S;.¢—10n remplace la premiére équation parla 2i*™¢équa-
tion de S;, % éiant 'un quelconque des nombres 1,
2, «v., g—1, les coeflicients des 3 et des « dans le
systéme obtenu Sf]‘.qf,,
le déterminant est Ry 3, d’aprés la définition de
R;,; donnée précédemment. Ainsi le déterminant de

forment un tableau carré, dont

S, (J=1,2,...,p—1) est Rp_y j, et le détermi-
g+ - .
nantde 873, (j=0,1,2, .0, p—1) est Ry 4.
Turorive I. — Pour que le plus grand commun

diviseur 8 de f et g soit de degré p, il faut et il suffit

que Uon ait
Ri=Ri=Rs=...=Rp_y=0 et R,Zo.

En elfet, si § est de degré p, il existe (lemme Il

) gre p, ’
quelle que soit la valeur de ¢ choisie parmi les nom-
bres 1, 2, ..., p, deux polynémes

U=+ T . .— Aygqga 9,

- R ' —
9 == 59+ ﬁlf—r.. . @m—qd”" g,

ou a,_g et Bp_g sont différents de zéro, qui rendent
identiquement nul le polynéme wf+ vg, c¢’est-a-dire
dont les coefficients vérifient le systéme S, et, par suite,
aussi le systéeme S, , ;. Il en résulte que ce dernier
systéme admet pour les 3 et les o une solution ou ces
quantités ne sont pas loutes nulles, puisque 3,_g4 et
2,_, en particulicr, qui figurent dans la derniére équa-
tion avee les cocfficients b,, «@,, essentiellement diffé-
rents de zéro, ont, dans cetle solution, des valeurs non
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nulles. Par conséquent, enfin, le déterminant de ce
systéme, qui est R,_;, d’aprés la premiére remarque
préliminaire, est nul; et, comme ¢ désigne I'un quel-
conque des nombres 1, 2, ..., p choisi arbitrairement,

on a
R0:R1=B2:.,.: Rp—l';()~

En outre, d’aprés le lemme III, le systéme S, fournit
pour les £ ct les « une solution déterminée, a un fac-
teur constant arbitraire pres, dans laquelle o, _, et B,,_,
ont des valeurs différentes de zéro. Or, si 'on attribue
4 Tune quelconque des inconnues a,_p, $,_p une va-
leur arbitraire non nulle, la derniére équation fournit
pour Pautre inconnue unc valeur finie non nulle. Le sys-
1eme S, p, composé de m—+n—oap 1 équations linéai-
res et non homogeénes par rapport aux me = n— ap -1
nconnues By p 1y ooy Boy %oy %in ooy Zu_py admetalors
pour celles-ci unce solution finie unique en fonction
de Bm_p. Len résulie que le déterminant formé par les
cocllicients des 3 et des o autres que 3,,_, dans ce sys-
teme est différent de zéro. Or on a va (deuniéme re-
marque préliminaire) que ce déterminant A a pour
valeur a, Ry mais a, est essentiellement différent de
zéroy par conséquent, R, est lui-meme différeent de
76ro.

Les conditions énoncées sont done néeessaires.

Réciproquement, ces conditions sont suffisantes ; car,
cn les supposant remplices, § ne peut étre de degré infé-
ricur a p, puisque cela exigerait que 'un des détermi-
nants R, Ry, ..., R, i différent de zéro; il ne peut
pas non plus ¢tre de degré supérieur a p, attendu que
cela exigerait la condition R, = o. Dans les deux cas,
le résuliat serait en contradiction avec les hypothéses.
Donc § est de degré p.
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On peut démontrer un second théoréme équivalent
au précédent, mais qui donne les conditions nécessaires
et suffisantes au moyen de p -+ 1 déterminants de méme
ordre que R,.

Tutorive II. — Pour gue le plus grand commun
diviseur § de f et g soit de degré p, il faut et il suffit

que Uon ait
Rp—11=Rp1a=...=Rpg p1=Rp 4= et RpZo.

En effet, si 0 est de degré p, il résulte du lemme 11
quele systéme S, admet pour les B et les « une solution
unique (abstraction faite d’un facteur constant arbi-
traire), dans laquelle les valeurs de 2, _, et B,_p ne
sont pas nulles. Il en est ainsi, en particulier, du sys-
ttme S, p_; ct de chacun des p —1 systémes S{,,p_l
(j=1,2,....p—1). Donc les déterminants de ces sys-
témes homogénes, qui sont R,_y, Rp_y 4y Rp_iny ..o,y
Rp_i,p_s, d'aprés la troisiéme remarque préliminaire,
sont nuls.

Si, de plus, on attribue a ,,_, une valeur arbitraire
non nulle, dans le systéme S, ,, qui est linéaire et non
homogéne par rapport aux quantités S, p 4y ...y B,
%oy « oy Ln_p, Ce sSystéme admettant une solution unique
pour ces quantités, le déterminant de leurs coefficients
dans S, , est différent de zéro. Or, d’apres la deuxiéme
rcmarque préliminaire, ce déterminant A a pour va-
leur amRp, ¢t comme a, ecst cssentiellement différent
de zéro, on a R, 2 0. Les conditions énoncées sont donc
nécessaires.

Elles sont suffisantes. En effet, en les supposant rem-
plies, le systéme S, fournit, pour les B et les «, un seul
systéme de valeurs, déterminées a un facteur constant
prés, ot a,_ p ct Bu_p sont différents de zéro. 1l y adonc
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un couple de polynomes u, v, de degrés n— pet m— p,
tels que le polynome uf 4 vg soit identiquement nul,
ct il n’en existe qu'un, abstraction faite d’un facteur
constant arbitraire. Par conséquent (lemme 1V), le plus
grand commun diviseur § est de degré p.

Lapression du plus grand commun diviseur de fet g.
— Ensupposant que fct g aient un plas grand commun
diviseur § de degré p, proposons-nous de former ce po-
lynome.

Sil’on peut trouver deux polynomes u, v déterminés,
ct un polynome déterminé § de degré p, tels qu'on
ait uf 4+ ¢g =0, ce polynome § est le plus grand com-
mun diviseur de f et g3 car, si celte relation existe,
tout diviscur commun a f et g divise 03 il en est ainsi,
en particulier, du plus grand commun diviseur de fet g,
ety comme il est de méme degré p que 0,11 lui st égal, a
un facteur constant prés.

De cetie simple obscrvation résulte immédiatement la
marche a suivre pour rechercher 6.

Posons
UEdy— T o= Apyg N1,

e BB . =B gam 1,

0 =~vo+ 112 —. .. Yp_1 P+ 2P,

et cherchons a déterminer ¢ de facon que I'identité
uf +vg =6 ait licu pour des valeurs déterminées des o,
des 3 ctdes ~.

Lidentité uf 4+ vg= 0 est équivalente 4 un systéme
d’équations linéaires par rapport aux a, aux § et aux y;
ce systéme n'est pas homogéne, puisque le coefficient
de xP dans § est I'unité. Pour qu'il fournisse une solu-
tion unique pour les o, les B et les vy, il faut que le
nombre d'équations soit égal a celul des inconnues. Or
celles-ci sont en nombre (n—g -1 Y - (m—qg—+1) —+p.
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nombre qui surpasse le nombre p—+ 2 des termes de 6
de la quantité (n—q)+ (m— q), positive ou nulle.
Il faut donc que le nombre des termes de uf + ¢g sur-
passe d’autant d’unités le nombre p + 2. Or ce nombre
de termes est supérieur d’une unité au degré m —+n —q
de ce polynome. On doit donc avoir

m—=n—q-+-1=(m-+n—2aq)-+p-+ 2,

c’est-a-dire
q = [) 7.

Pour que cette valeur de ¢ soit admissible, il faut et
il suflit qu’elle ne rende pas négatif le nombre n— ¢,
puisque celui-ci représente le degré de u. 11 faur done
ctil suflit qu’on ait n— (p + 1) 2 0, ¢’est-a-dire p<n—1,
ou enfin que p ne soit pas égal a n, puisque, d’aprés sa
définition, p ne peuat surpasser 2. Or on peut exclure le
cas ou p scrait égal & n, sans restreindre la généralité
du raisonnement, puisque, dans ce cas, § est immédia-
tement connu ct n’est autre chose que le polynome g
Tui-méme.

Adoptant donc pour ¢ la valeur p 41, le systéme qui

détermine les o, les 3 et Jes v est

s by Po+ar — o = 0.

/ +b,4B1+b; Po+a; w+a,gm+...—, =o,

, oo

\ +bpt Po+ ap_qao-+ —Yp—1 =0,
+bp Bot+a, -+ —1I = 0.

s +b1;+1p0—',—ap+,10—1——... = 0,

( b, ﬁm—pﬂ + A Ap—p—1 =0

Le groupe A des p premicres équations se déduit du
groupe des p premicres équations du systéme Sy en
Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. VIL. (Septembre 1888.) 27
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retranchant & leurs premiers membres respectivement
Vo~ iy -y Ypi- Lic second groupeB estle groupe S, 5,
ou l'on a simplement retranché T'unité au premier
membre de la premiére équation.

Pour avoir I'inconnue v, j désignant 'un quelconque
des nombres o, 1, 2, ..., p—1, nous calculerons les a
ct les B au moyen du syst¢me B, et nous porterons leurs
valeurs dans la (j +1)™® équation du systéme A. Or
on sait que le résultat final de cette substitution s’ob-
tient en égalant a zéro le déterminant complet D du sys-
téme formé par la réunion de la (j + 1)ie™ équation de
A avec le systéme B. On a ainsi

b, a, . .. —
hH » a, — 1

/),: I)[)+1 Ap+y A o

o
D= =0,

b,

by o

nl”
. o0
b, Un

les deux premiers éléments de la derniére colonne de D
étant

~j eL —1, et tous les autres étant nuls.

Or, le¢ déterminant obtenu en supprimant dans D la
derniére colonne et la premiére ligne est celui du sys-
weme Sy ps ¢’est-a-dire Rp, d’aprés la premiére re-
marque préliminaire. Le déterminant obtenu en suppri-
mant la derni¢re colonne et la seconde ligne de D est
elui Y L ) . .
celui du systéme Sy pt cest done Ry iy en vertu de
la troisiéme remarque préliminaire. Il résulte de la que,
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en développant D par rapport aux éléments de la der-
niére colonne, I'équation précédente peut s’écrire
. 1iRp—Rpjr1=o.
d’ou

v = Rp.j+1
= =0l
i R])

On peut donc facilement énoncer le théoréme sui-
vant :

Taiorive NI — Lorsque le plus grand commun
diviseur O de [ et g est de degré p, Uexpression de ce
polynome est donnée par ’identité

Rp0=R, 1+ Rpexr—...+R, pzr-1+ R,2r.

SECONDE PARTIE.

RESULTANT DE BEZOUT-CA1CHY.

Notations. — Dans ce qui suit, nous poserons

/;’E Aipy == Ao & oo+ A M-t 1,

= bi+l G+ Do - b pyrn—i- 1) (r<n)
Sif =g =c H+end Ao Cimrn—— TN,
Coo C1o cee Cn—rg o
Coy 11 oo Chn—qit by b,
) e o bo
= .
. ) by
. R b,
Co.m—1 Ctim—1 «++- Cn—1,m-1 [)/1
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Ce déterminant 7, est le résultant d'ordre m de
Bézout-Cauchy. Les coefficients ¢;; y occupent la sur-
face d’un rectangle, dans lequel ¢;; est a I'intersection
de la (i 1) ligne et de la (j—+1)*™¢ colonne. Les
coefficients b y occupent la surface d’un parallélo-
gramme. En dehors de ces deux surfaces, tous les élé-
ments sont nuls.

Nous appellerons r; le déterminant formé au moyen
de ry, en y supprimantles i premiéres lignes et les ¢ pre-
miéres colounes, et r;; le déterminant qu'on déduit de
ri en substituant a4 sa premicre ligne les éléments cor-
respondants de la ji™ ligne de ry.

Nous appellerons s, le systéme d’équations suivant :

Cq-10 ho—+ Cy0 Moo= g )‘u—q%‘ hn—gi100 =0,
Ca-1,1 ho—+ Cyn A= o= Chpoy A g+ hn—qg+t by — Ap—q-+2 by =0,
Cy-ton ho==Cyn At .= Cu-an hn-q+ /\,,7,/,_1[)”%— An- r/+2b1+... =0
Coy-tom 1o = (‘r/‘mfl/'lJn‘---"—Cu—l./n 1/‘,,,,1 +/-mvtlbn =0

Nous désignerons par sq 5 le systéme qu'on déduit de
sy eny supprimant les k premiéres équations, ct par
‘./z
Vg1 )

M N N irme alr N
tion de sy 4y parlal équation de s,.

le systeme obtenu en remplacant la premieére équa-

Cela posé, nous ferons quatre remarques prélimi-
naires importantes.

Premiere remarque préliminaire. — Si T'on consi-
dere le systéme sg 4y, composé de m — ¢ + 1 équations
linéaires et homogénes par rapport aux m — ¢ +1 quan-
ULes hoy Aty « v vy hmeg, le déterminant des coefficients
de ce systeme est r,_y, d’aprés la définition de r;.

Deuxieme remarque préliminaire. — D’apres ce
quon vient de voir, le déterminant de s est r
l ) op.p—-1 L P
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Alors, si I'on supprime la premicre équation de sp ,_4,
ce qui donme s, 5, el que dans ce dernier systéme on
supprime les termes en Xy, le déterminant des coefli-
cients restants se déduit de 7,_, en supprimant sa pre-
micre ligne et sa premiére colonne : ce déterminant est
done rp.

Troisiéme remarque préliminaire. — Lorsque dans
$q,g—1 onremplace la premiére équation par la hie™® éyma-

tion de s,, & étant P'un quelconque des nombres 1,
h

2, «..y g —1, le déterminant du systéme obtenu 8g.q-1

est ry_y x4y d’apres la définition de ry;.

Ainsi, le déterminant s{,’p_:’ (J=1,2y ..o p—1)ost
rp_y,jscetledéterminantde sB7  (j=o0,1,2, ..., p—1)
est r'p jyu.

Qualz'iéme remarque ])re'/im inaire. — On peut mettre
les polynomes u et ¢

U=+ XX . T Ay 01

—

v=By+ S+ Bygrma §
sous la forme

N N N
U= hgSg—1+ Mg+ hng&n—1,

= fgm1— Sy o Pa—gfaa

A= Mgt =+ Angaa @ == oo D Y,

ho el u, étant différents de zéro, si ces polynémes sont
exactement de degrés n— g et m — g.
'n effet, pour cela, il faut et 1l suflit que les systémes
En effet, p la, il faut et il suflit que les syst
obtenus par identification donnent pour les % oet les P
des valeurs finies et déterminées, quels que soient les a
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ct les B, Or ces deux systémes sont :
byl

= Ap—q»
s by ho=+ b, 0y = %n—g-1,
vl ‘ ..... i
' bn-H/—/z ho...+ by Mo—y = An-h,
L R + by hn—y = ay,
A 120 = Qm«l],
—n
Ay 1 o=+ Loy |2y = Pm—g—1>
e -l g == v ety 0py = B/u——hy
L S
Lgrm-nPoee oo, “+ A hn—yq = gm—n;
Aygim--n—1H0== oo =y - Pp—gq + )\m—r/ = Bm—n—ly
Vg e -+~ Up Pp—gt+ hn—g+1 = Bo.

Le déterminant des coellicients des inconnues 2 du
systeme U est (b,) =911, qui est différent de zéro : ces
inconnues ont donc des valeurs finies déterminées.

Le déterminant des coeflicients des inconnues y dans
les n— ¢ 41 premiéres équations du systéme V étant
(@n )" 97" est aussi diflérent de zéro, et ces inconnues
ont des valeurs finies déterminées. Enfin chacune des
m— n dernicres équations du systéme V ne contient
qu'unc inconnue %, qui est d’ailleurs aflectée d’un coef-
ficxent ¢gal a Tunité, en sorte que ces inconnues X, a
leur tour, ont des valeurs finies déterminées.

Daillcurs la premiére équation de chacun des sys-
temes U, V montre que si u et v sont exactement de
degrés m— g et m— g, ce qui suppose 2, _Bn_q2 0,
on a .

A(, 4o._O.

Tutorime 1. — Lour que le plus grand commun divi-
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seur § de f et g soit de degré p, il faut et il suflit que
Uon ait

Fy=ri=rn=...=Irp1= ct I‘I,zo.

En effet, si 0 est de degré p, il existe (lemme 11),
quelle que soit la valeur de ¢ prise par les nombres 1,
2, ..., p, deux polynomes u, ¢ de degrés n— g, m—g
tels que le polyndme uf+ vg soit identiquement nul.
]"Jgalons d’abord a zéro les coeflicients des termes des
degrés mym—~+1, ..., m+n—gq. Or le coeflicient de
xma=h ], désignant I'un quelconque des entiers g,
¢ 1, ..., 1, cC8L

AppigeiOn—g oo Q1 Gt —+ A Ap—,
- bn+q——lz ﬁm—q‘f‘- . brz—i Sm—‘h+1‘*L bu ﬁm—/n
ou, d’aprés les équations U, V dela quatriéme remarque
préliminaire,

()\0 -+ IJ-U) (am-H]—h bp+...+ap bn+q—h)

+()\1 - !M)(flm—kq—hﬂ»lb/l—*“- e aIIIbII+I]—/L+l)

—+ ()\h—q -+ P-h—q) ambp.

En dégalant & zéro les valeurs que prend celie expres-
sion, quand ony donne successivement a & les valeurs ¢,
g =+ 1, ..., n,on aura des équations de la forme

()\0+ llo)ambn =0,
(o= o) Hy+ (M + g anbn =o,
(Ro+ o) pgteeeiiii + (An—g+ Pn—q) @nby =0,

H, Hs, ..., Uy, ... étantdescoeflicients déterminés.

Mais on a
ambpzo;

ce systeme exige done

Lo = — Ao« wy=— /4. (lu—q:*)\u—q-
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En tenant compte de ce premier résultat, le polynome
uf + vg devient

ho(gg—rf—Sq—18)+M(gqf — fq&)+- ..
-+ )~n—q(é’lz—1f—frz~1g) -+ )"L‘fI“Hg
T An—qeaZ & oo hpp_gzm—r—1 g,

ou bien

)‘O(CQ'I,0+ Cy—11 T ——...)

—M(eq0 FCq1 X))

-+ )»n~q((’n—l,0+ Cpotp @ 4...)
—Anqe1(by+ Oy ...+ byan)
~+ X p—gera( boxr ...+ by_yxn =4 b,arn+1)

g ( bgrmeneige L U + bpam-1),

Il reste actuellement a égaler a zéro les coeflicients
de o, e, a®, oo, 2™ ce qui donne le systéeme dé-
sign¢ précédemment par s,. Ce systéme doit avoir par
rapport aux A une solution ot 2, ait une valeur non
nulle. Il en est de méme du systeme s, , 5 par suite, le
déterminant de ce systéme, qui est 7, d’apres la pre-
micre remarque préliminaire, est nul. Et comme ceci a
licu en donnant a ¢ successivement les valeurs 1, 2, ..., p,
on a les conditions

Py=TrI=Iry=...=Tp_1=0.

i outre, d’apres le lemme I et en vertu de la qua-
tri¢cme remarcque préliminaire, le systéme s, , admet
pour les & une solution ou %, n'est pas nulj et, par
suite, sil’on donne i %, une valeur arbitraire non nulle,
il admet pour les autres & unce solution finie unique, cn
sorte que le déterminant des coellicients de ces inconnues
est diflérent de zéro. Mais, d'apreés la deuxieme remarque
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préliminaire, ce déterminaut est 7,. On a done

. >
I'pZzO.

<

Les conditions énoncées sont, par conséquent, néces-
saires.

Elles sont suflisantes; car, si § était de degré inférieur
a p, le premier déterminant 7; non nul aurait un indice
inférieur a p, et si 0 était de degré supdrieur a p, le pre-
mier déterminant r; non nul aurait un indice supérieur
a p, résultats contraires 'un et Vautre aux hypotheses.
Donc 6 ¢st de degré p.

Tutorkve II. — Pour que le degré du plus grand

commun diviseur § de f et g soit p, il faut et il suffit
que Uon ait

Tp=1,t=Tp-1,2 Tp—1.p—1=Tp—1= et rpZo.

Dans la démonstration du théoréme précédent, on a
déja prouvé la nécessité des conditions r,_y=o ctr, 2o,
au cas ou § est de degré p. 1l faut cn outre, d’apres le
lemme I, que chacun des systémes

517‘]1_-1(.]':17 2y ee, p—1)

ait une solution ou les inconnues ne soient pas toutes
nulles (puisque %, est différent de zéro) : or cela exige
que les déterminants de ces systémes, qui, d’apres la
troisiéme remarque préliminaire, sont r,_y 1, 7'p_y 2y -oes
'pi,p—1 Soient nuls. Les conditions énoncées sont donc
nécessaires.

Elles sont suflisantes. En efict, en les supposant rem-
plies, il existe un couple ¢t un seul de polynomes u, ¢
de degrés n —p et m—p, tels que uf + vg soit identi-
quement nul (en faisant abstraction d'un facteur con-
stant arbitraire pour u ct v), et, par suite (lemme 1V),
f est de degré p.
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Lxpression du plus grand commun diviseur § de f'

et g. — On suppose remplies les conditions énoncées
soit dans le théoréme I, soit dans le théoréme II. Cela
étant, on va chercher deux polynémes déterminés u ct ¢,
tels que wf+ vg soit un polynome de degré p : ce poly-
nome sera le plus grand commun diviseur cherché §.

Dans les polynomes u et v, pris sous la forme spéciale
qu’autorise la quatriéme remarque préliminaire, adop-
tons pour ¢ la valeur p 4 1, puis posons

D=vyo-+11Z ...+ Ypg@P~t+ P,

ct identifions les polvnomes uf'+ vg et . On obticent
ainsi un systéme d’équations qu’on peut décomposer en
dcux groupes : le premier groupe A se déduit du groupe
des p =41 premiéres équations du systéme sp 4, en re-
tranchant respectivement a leurs premiers membres vy,
Yiy ey Vpor; le second groupe B est le groupe spy 4 p,
ou Fon a simplement retranché l'unité au premier
membre de la premiére équation.

L’¢équation donmant ~;, ou j a pour valeur I'un quel-
conque des nombres o, 1, 2, «.., p—1, s'obticndra en
¢liminant les % entrela (j + 1)"™¢ équation du groupe A
¢t les ¢quations du systeme B. Le résultat de 'élimina-
tion s’obtient en égalant a zéro le déterminant complet d

de ce systeme, ce qui donne

Cpyy Cptiy cee Cp—yj b; bjiy ... —7y
Cp.p Cp+i,p cee Cp—qp b, bpy . —1

Cp,p+1 Cp+iyp+t «ov Chn—y p+i bp+1 b, .. o
Cpym—1 Cpttym=1 oo Cumln—1 seeeeeens LRI byo

Or le déterminant obtenu en supprimant dauns d la der-
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ni¢re colonne et la premiére ligne est celui du groupe
Spt1,ps cest-a-dire r, d’aprés la premiére remarque
préliminaire. Le déterminant obtenu en supprimant la
derniére colonne et la seconde ligne de d est celui du
cvslo J+1 P . \? >odive o -
systeme s7%4 (j =0, 1,2, ..., p—1), c’est-a-dire rp, i
en vertu de la troisieme remarque préliminaire. En dé-
veloppant d par rapport aux éléments de la derniére
colonne, 'équation d = o peut donc s’écrire

’ Vitp— Tpj+1 =0,
d’ou
Y — Tpi+t
(1= 5
D

On peut done enfin énoncer le théoréme suivant :

Tatorime II. — Quand f et g ont un plus grand
commun diviseur § de degré p, ce polynome est donné
par Uidentité

rpd=r, i rper 4+ ry x4+ 1y pxPT -yl



