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REMARQUES SUR L'INTEGRATION PAR PARTIE;
Par M. Pu. GILBERT, 4 Louvain.

Les cas dans lesquels I'intégration par parties’ap-
plique avantageusement, en ramenant I'intégrale pro-
posée a elle-méme ou a une autre plus simple, sont
moins généraux qu'on ne le croit d’ordinaire, et suppo-

sent entre les fonctions sous le signe S des relations
Lrés étroites.
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Ainsi, soient u, v deux fonctions de x, n un nombre
centier, et posons

fvdx:v,, fvid‘2‘=92,

l.a formule

(1) fu"uclx = u"y;— nfu"-‘v.du

conduit, lorsqu’on a entre « et ¢ la relation
0
vidu = p dzr (zconstant),

ala formule de réduction assez employée

n
() fu”v dx = urv;— —[u'l“‘vdz‘.
1(

Mais la condition ci-dessus donne

du © 1 dvy

f— = — = — —

dr oy v, dr’
d’ou, B étant une constante,

du
l.oy= 2+ 3, oy = exu+f ¢ = gexu+p T
x

C’est la forme la plus générale de ¢ qui se préte a la
transformation (2), et elle est entiérement déterminée
par celle de «.

On peut généraliser la question et poser, dans (1),
2
ltl)_l

. vldu=<§3u+ )vdx,
%, B, p étant des constantes. On a alors, au lieu de la
formule (1), celle-ci

. utte na
3 fll"t‘(/d' =t 7 [LL""’V dx.

. 108 148,
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Mais on a aussi, pour déterminer v¢, et par suite v,
I’égalité
¢ 1dvy _ urt du
o1 ey dr a-+Bup dr’
ct cette équation intégrée donne, en négligeant une
constante inutile,

1 1
L i du
o= (x+Bur)dr, o= ur=t(x+ Bur)dr ——;
dx
v cst donc encore déterminé par «. L’équation (3) de-
vient donc

1
. L1
/u”ﬂ'-‘(z—i— Bur)dr du

1

—_ 1
un (o - Gupr\dpr na 3, !
_ ( I - )i _ y wn-1(a -+ k@ul’)ﬁl’ du,
1+ng I——n 13

ce qui est, au fond, la formule de réduction des diflé-
1entielles binomes.

L’intégration par partie donne immédiatement

[uv dr = uvy— [(’1 Z,—Zda‘,

du du d’u
Vi ——dr = 99— — | v3 ——, dx.
. dx dr z

Si I'on suppose entre u et v la relation

d2u .
O = puy (j» constantj,

du
[uv dr = uyy— v, Tr + 1 [ uvder,

d’ou 'on tirera

on aura
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Mais I’équation de condition peut s’écrire

en sorte que, sil’on désigne part ¢ () une fonction don-
née de x, et si I'on pose

u uw(r)
de2 — TV
on aura
d?¢, 9
= —= o(x).
dx? “w ?(7)

L’intégration dec ces équations fera connaitre u et ¢, et

v e ¢ — d?¢,
par suite ¢ = ——=-

S ), .
intégrales quelconques de I'équation

Ainsi, si u et vy désignent deux

d2y
dx?

= Co(x)y,

répondant & des valeurs différentes de la constante C,
on pourra trouver sous forme finie l’inlégra/e

d?v,
/u e dx.

Silon pose ¢ (x) == 2% 22=— uB?2, on retrouvera les

.

formules connues. Si Pon pose ¢(x) =ax™, u ct ¢,
seront déterminés par des équations de Riccati. La
liaison de ce qui précéde avece les propriétés des fonc-
tions sphériques et des fonctions de Bessel, dont on fait
usage dans la théorie de la chaleur, est facile a aperce-

voir.



