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SOLUTION DES QUESTIONS PROPOSEES
AU CONCOURS D'AGREGATION DE 1885;

Par M. MORET-BLANC,

MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES.

Trouver la hauteur AB et les bases AD, BC d’un
trapéze rectangle ABCD, connaissant la longueur 1 du
coté oblique CD, U'aire a* du trapéze et le volume
370% engendré par la révolution de la figure autour
de CD.

Discuter les formules trouvées et déterminer le mi-
nimum et le maximum de b®. On examinera les cas
particuliers suivants :

Prolongeons AB et DC jusqu’a leur rencontre en E;
abaissons CI° perpendiculaire sur AD et All perpendi-
culaire sur DE.

Posons
J\B:‘(L‘, AD =Y, BC:S,

et soil > z.
Les wiangles semblables ADE, CDF, ADI donnent

DE _ » AUy,
N Ty =7
d’ou
DE=_Y Am=%.
y—3s l
On a
N L =2 L a2y
ol ADE = — =, > == ————
vol. A 3 Al < DI 3 l(y~:.)7

23
vol. BCE =\ol. ADE < =
¥
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et
2 3 __ »3
vol. ABCD = vol. ADE — vol. BCE = £ = 7 (= 3%)
3 Uy—=
vol. ABCD = L2t +yz+2%)
37 7

Cela posé, on a, d’aprés les données de la question,

(1) x4 (y—sz)i=12,
(2) x(y +3)=2a?
(3) @y y3 + 52) = 13

puis, par la combinaison de ces deux derniéres équa-

tions,
(4) zrys = ja*— 1b3,
(5) x2(y —z)2= 4Ib3— 12a% = 4(ib3— 3 at).

On a la somme et le produit des deux quantités x? ct
() — =)2, qui sont les racines de équation

w— 0w+ ((103—3a*) = o,

d’on
TN =3 av)
X~ = ’
2
e 22—/l —16(lb’—3a")
(y—zp= > :

Le signe du radical se détermine en remarquant que,
pour (6% = 3a', x ne saurait ¢tre nul, car alors [ et b
seraient aussi nuls, ainsi que «, et il n’y aurait plus de
trapéze; on ne peut supposer nulles toutes les données.

On a alors

GrsE_ de _ a
(y —3)p ~ 4(Ib¥—a*)y ~ b*—3a+’

ct, par suite,

e BB T6(103 = 3ar)
(y+ap=a 2l —3ary
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Fn extrayant les racines carrées des valeurs précédentes,
on aura

el, par suite, y et z.

Discussion. — Lardéalité des valeurs de x, y, z exige
que Pon ait

¥ 3
I"— 16103+ 48a* > o ou b3<37 4

Les équations (4) et (5) montrent que, pour que x, y, =
soicnt positifs, il faut que Pon ait

£ 1Y 3
b3<4? et s 3

.. . St
La valeur minimum de 63 est done —, et sa valeur

{

. . .. 3at /3

maximum est la plus petite des deux limites ~ s

10

W e sera la premicre sil< 1 la seconde si

el =5 e sera la premicre si £<2a, et la seconde si
[™>oa.

Pour { = a, on a le minimum 6% = 3 a3,

. . ; ad
le trapéze est un carrd; et le maximum 63 == 3 a®-|- )
10

= —=- == ——»

a _(m/';, Saya 3ay/s
N J 7 i

Pour / = 3a, on a le minimum 5% == a3
M 9



(335 )

. . fad
le trapéze est un rectangle; et Ie maximum 5% = 5

= 2WB3+V3),  y+s=y—s=2(/15-V3),

y=2/B-y3), s=o:

le trapéze se réduit a un triangle.

MATHEMATIQUES SPECIALES.

D'un point donné P, on méne des normales & un
ellipsoide donné :

1 Démontrer que par les pieds de ces six normales
on peut faire passer une infinité de surfaces du second
ordre S concentriques ¢ U'ellipsoide;

2° Trouver le lieu que doit décrire le point P pour
que les surfaces soient de révolution;

3o Déterminer le cone, liew des axes de révolution
des surfaces S ;

4° Sur la section de ce céne par un plan perpendi-
culaire a U'axe mineur de Uellipsoide, indiguer les
points par lesquels passe I'axe de révolution quand la
surface S est un ellipsoide, un hyperboloide & une ou «
deux nappes, un cone, un cylindre ou un systéme de
deux plans paralléles.

-2

x? 2 52 . . PR

— -+ 33 -+ 53 = 1, équations de lellipsoide, a>> b >c¢;
o, ) oy Zo, coordonnées du point P.

En exprimant que la normale au point (x, y, ) de
Pellipsoide passe par le point I, on a les équations

To—T _ Yo—Y _ Bp— 3 —
=y -
«* ﬁ

Ul w
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Tirant de ces équations les valeurs de x, y, z et les
reportant dans celle de Pellipsoide, on a

202
atry

équation du sixiéme degré en k. A chacune des valeurs
de A correspond une normale : on peut done, du point P,
mener a lellipsoide six normales réelles ou imagi-
naircs.

1° Les équations de condition peuvent s’écrire

M=(b2—c)ys+c25y—02yvy5s =0,
N=(e2—a)sr+arys — 25,2 = o,
P =(a2—0)xy 4+ 02 gr —aryy = o.
1’¢équation générale des surfaces du second degré pas-
sant par les pieds des six normales est

2 2 22 !
/( L,y —'—i—|>+m\l “~nN-=pP=o

& 0?2 c
ou
{y?
By coliaabriiny m(hr— ) ys + n(t—a?)sr
3

= plar— b ry + (pbyy— ners)ax
“+ (me2sy— patr)y 4+ (natrg—mbly)s — 1 =o.

Pour que cette surface soit concentrique a Iellip-
soide, il faut que les coellicients de &, y, =z soient nuls,

ce qui donne
m n

atxy by

ct l’équation générale des surfaces du second ordre §
passant par les pieds des six normales issues du point P,
ct concentriques a ellipsoide, est

. . % 732
S = Lo 2 a b — 2, -
(1) ‘ ar T T T e { )T
I 4+ 02— @)y sr 4 22— O sy — L= o.
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Comme on peut donner & / une infinité de valeurs, il y
a une infinité de ces surfaces.
2° On exprimera que la surface S est de révolution
en écrivant qu'une surface du second ordre passant par
son intersection avec la sphére concentrique

Y=224-)2+ 32 —p2=0

peut se réduire au systéme de deux plans paralléles, ce
qui exige que les trois plans du centre de la surface

S — X2 =o,

l
2 (E —)\>x+ c2(art—b2)zyy + b2(c2— a?)yps=o,

A

(A) ( e2(a?— bz);om—!—z([ﬂ

1)y + @b ) @z = o,
/

b2 — a2y + a2(b2— e?)xryy -+ 2 (-cl—z — l)z =0

se confoudent, et, par suite, que U'on ait les relations

l )\
e ™ \) _c2(a2—=0%)z, _ b cr—a?)y,
c2(a* —b2)zy ‘)'< { )\> T (b= ct)z,

7

l
9,(2{5 _)\> ca?—=bNzy _ b2c2—a?)y,.
bcz—ar)y,  a(b*—c)rg 2<-l— “)> ’
c? ’

d’on

2l ber(cr—a?)(at— %)y, 50
2d= — —

a? a2(b2— c2)x,
2l ca(a?=02) (B2 — )@z,
b b2(c2— a?) y,
. 2l azb2(br— c?) (e — a*)zy Vo
T c2(a— b%) 3y ’

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. VII (Juillet 1888). 29
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ct, en éliminant A et chassant les dénominateurs,

21(c2—a?) (@ — b))y, 5y == A2xy[D* (2 —a? 2 y3 — ct(a? — b?)? 53]
(2) {allaz—02) (02— c2)my 50 = 02y cH (@2 — b2)2 52 — a* (b2 — c2)2ard],

[ ol(b2—c?)(ct—a)z,yo= 25y [a*(b2— )22} — b4 (c2—a? )2y i)

Ces trois relations se réduisent a deux distinctes. Si on
les ajoute apres les avoir divisées respectivement par
atxq, b%y,, €2z, L cst éliminé et I'on obtient, en chas-
sant les dénominateurs,
‘ bre2(c2— a?)(a— 02)y} s}
(3) to e crat(ar—02) (02— c?)xds}
t a2 (D2 —c?) (2 — a)x} yi=o,

équation du licu que doit déerire le point P pour que la
surface S soit de révolution : ¢’cst un come du quatriéme
ordre, ayant son sommet au centre de Vellipsoide.

Quand le point P décrit une génératrice de ce cone,
oy Yo, Zo varient proportionnellement, ainsi que /, en
vertu des relations (2), et la surface S reste la méme.
Ainsi, les pieds des normales, mendes a Uellipsoide des
différents points d’une ginératrice du cone (3), sont
situés sur une méme surface de révolution.

3° En remplacant )k par sa valeur, Péquation du plan
des centres des surfaces S — (a2 +y2+ 22— p2) =o,
qui est perpendiculaire & 'axe, peuat s’éerire

x ) v 5

—— — - = 0]
atthr—2)ry 02— a?)y, = e2(at— 02)s, ’

les équations de I'axe sont donc
(1) ax(h2—c)wpe = 02(c— a?)yyy = c2(a2— b2)z5y 5.

En éliminant x,, yq, 2, entre ces équations et I'équa-
tion (3), on obtient celle du cone des axes

() (02— 2 02(e2—- @) y2+ c2(at— 02) 52 = o.
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4° SiTon coupe ce cone par le phan z =z, la sec-
tion

(6) az(br—cx)x2+ b2(c2— a?) y2+ c2(a2— b2)s5i=o0

est une hyperbole dont Paxe transverse se projette sur
Oy ct 'axe non transverse sur Oa.

Pour faire la distinction des points qui appartiennent
aux axes des diverses surfaces de révolution, nous re-
marquerons que le cone est la limite entre les deux
hyperboloides; le systéme de deux plans paralléles estla
limite entre I'hyperboloide de révolution a deux nappes
et Tellipsoide de révolution aplati, ct le cylindre entre
I'hyperboloide de révolution a une nappe et Pellipsoide
de révolution allongé. 1l suflit donc de chercher les
points qui correspondent aux limites.

Pour que la surface S soit un cone, il faut que /=03
Péquation de la surface se réduit a

az(b2—c)xyys + b2(c2— a?) yors + c2(a2— b2) zspzy = o,
e, pour que cette surface soit de révolution, il faut
quel’on ait

a* (02— 22z} = b'(c2— a2y} = cr(a>— b2): 32,
Les équations de I'axe deviennent alors

Fr=ty==xz

A

ct, pour z = zy,

xr == 35y, y =3,

en tout quatre points.

Si la conique S est le systéme de deux plans paral-
l¢les, ses traces sur chacun des plans de coordonnées
scront deux droites paralléles, et 'on aura

2l = a?be(b2— c2)xy = b2ac(c?— a?) y,
c2ab(at — b?)z,;

Il
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les équations de Paxe deviendront
ax==-by —-cs.
et, pour 7 = =,

51

r === -z, y==

[T

On exprimera que la surface S est un cylindre en

éerivant que les équations de I’axe vérifient les trois

équations (A) des plans du centre. En remplacant, dans

, l { {
les résultats, 2 (\? —l), 2 <71—z —1) , 2 (\ﬁ —l) par

leurs valeurs, et ayant égard aux équations (2), on a
) y 3 | ’

2 y2
arct4 «2br—02c2 7 D22+ a2b?— ac?
52

= >
atci+ b2t — a?b?

d’onr, pour z — z,,

==z ar(b?+c?)— be?
T e b)) — a2t
' D at+ ¢?)— a%et
y =TT 5 )
3 1 carr b*)— a2b?

En résumé, les points appartcnant aux axes des sur-

faces de méme espéce sont disposés symétriquement sur
chacune des quatre demi-branches de 'hyperbole. En
considérant cclles dont les abscisses sont positives, ils se
présentent dans Pordre suivant :

Iy c . . , . .
De x =0 i x = ~ =, ellipsoides de révolution aplatis;

C \
X =~ 5y, systéme de deux plans paralléles;
‘

- e . .
De x = FZ X =2, hyperboloides & deux nappes;

&X == 54, cone;
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az(b2+c?) — b2c?
L:'l(a"'—i—bz)—a'lb‘l’

De x =12z, a4 a=z, hyperbo -
loides & une nappe;
NN E ey i
T U'\/ c(a+ b%) — ab?
c2(a?+ b?) — a2 d?

» cylindre de révolution;
x> 3y » cllipsoides de révolution

allongés.



