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SOLUTION DE LA QUESTION D’ALGEBRE PROPOSEE
POUR L'ADMISSION A L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE EN 1888.

Un polynéme [(x) de degré n vérifie Uidentité
nf(x)=(z—a)f(2)+0b["(z).

10 Chercler les coefficients de f(x), ordonné sui-
vant les puissances de (x — a);

2° Chercher les conditions de réalité des racines ;

30 Prouver que, si by est la valeur absolue de b, les
racines de f(x) sont comprises entre

n(n—1i nin—1i
(l—~\/(? )bo, a—l—\/ \-2—-}b0.

1° Le développement de f(x), ordonné suivant les
puissances de x — a, est

z (x—a)r

n!

J(z)=f(a)-+

S (a).

‘I‘“,/'(a)+...+

Les coeflicients & chercher sont donc f(a), f'(a), ...
S (a).

De identité

(1) nf(ry=(xr—a)f'(ry+bf'(r).
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on tire, par des dérivations successives, les identités

(n—1)f" (@) = (@ —a) f'(z)+ b /" (@),

(2) ----------------------------------------------

2fr¥(z) =(2—a)f"" 1(«T)—i—lff"(ﬂf)v
S (@)= (2 —a)fr(2);

d’oti, en remplacant x par a,

nf(a)="b/"(a),
(n—n)f'(a)=bf"(a),

2fr=2(a) = b f"(a),
Sr1(a)=o.

On a donc
Jr1(a) = fr=3(a) = f7=5(a) =...=o,
srray =2 pray,

fria) = o fr(a),

Jrsa)= 2o (@)

.......................

cl

(L)IL (m—a)”—? 02 (v —an*

(n—2)! 2.4 (n—4)
b3 (x— a)r="5 ’
546 (n—o)r |

SRR

Sy =foa) [

2° Si & est positif et si n est pair, tous les termes de
S(x) sont de méme signe, quelle que soit la valeur
réelle attribuée a x, ct I'équation f(x)=o0 a toutes
scs racines imaginaires.

Si 6 est positif et si n est impair, il suflit de supprimer
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le facteur x — a, commun a tous les termes de f(x),
pour« tre ramené au cas préeédent. L'équation f(x) = o
w’a donc qu'une racine réelle a.

8i b est nul, P'équation f(x) = o a toutes ses racines
réelles ct égales a a.

Si b est négatif, les identités (1) et (2) montrent ue
la suite de Sturm, relative & f(x), est compléte et se
compose des polynoémes

J@@), [y, f1(2)s s (@),

dont les premiers coeflicients sont tous de méme signe.
Léquation f(x)=o0 a donc toutes ses racines réelles
et distinetes

3 Quand Péquation f(x)=o0 n’a quune racinc
véelle a, cette racine est évidemment comprise entre les
nombres indiqués ; ces nombres se réduisent d’ailleurs
A a quand Péguation a toutes ses racines égales a aj il
suflit donc d’examiner le cas ou toutes les racines sont
réelles et distinctes.

En groupant les termes deux par deuy, & partirdu pre-
micr, ctenremplacant b par — by, 'équation peuts’éerire

(r — a)r—2 [(.r—a‘z) B IL“]

(n—2)! [(n—1)n 2
b2 (v — a)r="6 (r—a)? b,
T2 (n—06)! [(n— 5)(n--4) - HG-]
) bk (r — a)i—1e (r—a)? by _
T 2.4.6.8 (n—10)! IVULM(‘))UL—S)_E]T T
Le premier crochet sera positif si la ﬁauxon —an
(n 1)

, . b .
est supéricure —23; mais alors tous les autres crochets
le seront aussi, car le premier terme de chaque crochet

(‘r——a)2

(n- — LOl]ll]lL ayant un dulommal;cur

. < prs N
plus petit, et le sccond terme cst inférieur a -)9 comme

est supérieur a
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ayant un dénominateur plus grand. Les puissances de
(x — a) qui précédent chaque crochet, ct le terme qui
reste seul, siles termes de f(x) sont en nombre impair,
sont de méme parité. Toute valeur de x qui satisfait a
I'inégalité

r— a)? b
Ill——l))l—l, — 70 >o0
rend donc tous les termes de f(x) de méme signe, ct,
par suite, ne peut &tre racine; il en résulte que les ra-
cines de f{ x) sonl comprises entre celles de 'équation
(x — a)? b,
(n—uin 2

= 0,

c’est-a-dire entre les nombres indiqudés. Cu. B.



