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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS
D'ADMISSION A L'ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1888.

On donne un quadrilatére plan OACB et deux séries
de paraboles : les unes tangentes en A ¢ AC et ayant
pour diametre OA, les autres tangentes en B & BC et
ayant pour diametre OB. On demande :

1° Le lieu du point de contact M d’une parabole de
la premiére série avec une de la seconde série;

2° Indiquer, en laissant le triangle OAB invariable,

’

dans quelle région du plan doit étre placé le point G
pour que le lieu soit une (?//1'/)5(3 ouw pour (]u’i/ soil une
hyperbole;

30 Démontrer, dans [’])y/)olllf‘se olt OACB est un
parallélogramme, que la tangente commune en M aux
deux paraboles pivote autour du point de concours K
des médiands du triangle ABC

4° Trouver, dans la méme hypothése, le liew du point
d’intersection P de la tangente en M aur deux para-
boles avee Uautre tangente commune ED que Uon peut

mener « ces deua‘ C()lll'[)(fs.

Prenons OA pour axe des x et OB pour axe des .

Soient

x ¥
o —1I=0

b b

les équations des droites AC et BCj les coordonnées 2

ct % du point C ont pour valeurs

I 1 L I

bTad . a b
*= T B= e '
@b " TT b T @T
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1° Soient

(1) .y2—‘),)\<g+';y,~ |>:‘ 0,
() x2—2p<§+%—1>:0

les équations des deux séries de paraboles, A et dési-
gnanl des paramétres variables. Les coordonnées x et y
d’un point M du lieu, substitudes dans les équations (1)
ct (2), feront connaitre les valeurs correspondantes de A
et de p, et ces valeurs devront vérifier I'équation

hu A I
3 2y B (=B =0
(3) ab YT a 0 ’
obtenuce cen égalant les coeflicients angulaires des tan-
gentes aux deux courbes en ce point. En éerivant qn’il

en est ainsi, on trouve qu’un point du licu satisfait a
I'une ou i Pautre des équations

xr) =0,
(2 )y (L L
‘(Tl)_ﬁ)” gy
(4) « +1i<i+lf—l)
D'\« a

' Y N A LA S
i l({[ "a l><[;'-l_[) I)_()

on

L’axe des a correspond a I'hypothése %= o, qui réduit
la parabole (1) au double axe des x, et I'axe des y a
I'hypothése p = o, qui réduit la parabole (2) au double
axe des y. L’équation (4) représente une courbe du
second ordre. On voit immédiatement sur I’équation (4)
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que cette courbe passe par les points de rencontre de
la droite AC avec Paxe des x el avec la droite

I 1 - 2 T vV
— = =5 ) - — (= + 5 1) = o0;
ab a'l’ AV ?
ou, en remplacant, dans cette équation, % par sa valeur
> ¢ant, q y o P

tirée de I’équation de AC, avee la droite
I 1 > , I T .
ab ab')’ e @)=

r— 2% = 0.

¢’est-a-dire

On verrait de méme que cette courbe passe par les
points de rencontre de la droite BC avee Paxe des y et
avece la droite
y—a2p3=o.
En faisant alternativement 3 = o ¢t a = o dans 'équa-
tion (4), on trouve que cette courbe coupe I'axe des x
en un second point dont 'abscisse est 28" et axe des y
en un second point dont Vordonnée est 24'. On en con-
nait donc six points; clle est amplement déterminée.
2° Le genre de la conique (4) dépend du signe de

Pexpression

R 16 3 1 \2

3= e — (5 75)
ou, en remplacant % et % par leurs valeursen « et 3,

(8243 +ba~+afl —ab)(br—al —ab)
- azhrxz 32 -

~
0 =-

La droite AB et I'hyperbole
(5) 8aB +ba+aB—ab=o

séparent donc le plan en régions, telles que, si le point C
est pris sur celles qui sont couvertes de hachures, la
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conique est du genre cllipse, si le point C est pris en
dchors des hachures, la courbe est du genre hyperbole,

Teg-i-0

2a
7

3/-:0 et

\\\ X

>\\\\ \ i‘\i ‘\\\\\
\
\\\ \\“

i
Dol \\\\\
RN f~}|2 ’: \\\\\\\\\ \\\\\\\\\
RI% Ble ? §\\\\\\ \\\’ﬂ\\

si le point € est pris sur la droitc AB ou sur I'hyper-
bole (3), la courbe est du genre parabole.
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L’espéce de la conique (4) dépend du signe de Pex-

pression

| T 3 i
A—*"'(;;*mﬂﬂ“(aﬁm)’

’

I I
ou, en remplacant —7 ¢t par leurs valeurs en a ct B,

(vba+2aB —ab)(bar+aB —ab)
A= o= .
a2bzall

La droite A’B/, la droite AB et les deux axes Ox ct Oy

séparent donce les régions précédentes en portions telles

que, cu égard au signe du coeflicient de 22,
2 2(b—pf)
abl —  aba O’
toutes les régions hachurées correspondent a des ellipses
réelles, et les autres a des hyperboles. Les points situés
sur A’B donment des séeantes réelles, a Pexception du
point D qui donne les deux paralleles

QIR

x
+ 4 —1=o0, 54—1—

SR

Les points situés sur AB donnent deux paralléles indé-
yendantes de la position qu’ils occupent
! I i pent,

x Y Y
_+7)__-1:o, +—b-—2=O,

QIS

exceplé les points A et B pour lesquels la conique (4)
est indéterminée. Les points situés sur O x donnent les
deux droites

x
Yy =0, ;&4———]:0;

les points situés sur Oy donnent les deux droites

T
r = o, C—L—{—LD—“I:O;
2p

ct enfin I'origine donnc les deux axes.
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Si I'on forme I'expression

A+ G- 92Bcosl

sin2()

2(8aB +~ba+ aff —ab)

)
( > [a?+za;3 coslh + B2—ax— b — E‘;—)(ba—!—aﬁ—ab)

1

absin20.a2032(26a +2a8 — ab)
et si 'on construit le cercle

cosf)

22+ 2af cosO + 32— aa — b3 — (ba+afl —ab)=o,

2

(ui passe par les points A et B et par les milicux des
distances au point O des projections de chacun de ces
points sur 'axe qui ne le contient pas, la région hyper-
bolique cst partagée a son tour en portions telles que
celles qui sont couvertes d’un semis correspondent a des
liyperboles situées dans Uangle aigu de leurs asymptotes,
et les portions blanches a des hyperboles situées dans
Pangle obtus. Les points situés sur le cercle correspon-
dent & des hyperboles équilatéres, sauf ccux qui sont en
méme temps sur A’B’ ou sur les axes, qui correspondent
a des droites rectangulaires, et les points A et B déja
cxaminés.

3° Pour que le quadrilatére devienne un parallélo-
gramme, il sullit de supposer @' ct & infinis. En dési-
gnant par x et y les coordonnées d’un point du lieu,
Iéquation (4), qu’elles vérifient, devient

4

gar‘ x i -4 =0
a[;‘y a 1)‘}/_1—4_

ou
(32— ja)(3y — 4b) = jab,

de sorte qu’on peut exprimer les coordonnées du point M
a Paide d'un paramétre varviable ¢ par les deux équa-

b
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tions
20

(6) 3y —ib=2at, 3.77—4((:—,——-

En substituant ces valcurs de @ ct de y dans les équa-
tions (1) et (2),oua’'= 0=, 0on a

P > b+a2al
)\=§at(20+at), “=§b—t_2—_’
de sorte que les équations des deux paraboles variables
sont
(7) y‘l—éat(zb+az) Z _1)=o
3 a ’
- i b+oat a _
(8) r 30— <1) 1>_0.

A T'aide de 'une ou de l'autre de ces équations, formons
Péquation de la tangente au point M, dont les coor-
données sont données par les formules (6); on obtient

2b 2a)
(9) y—x= (z——g_)‘

La tangente commune en M passc donc par le point
indiqué, et, de plus, le paramétre ¢, choisi pour fixer les
deux paraboles, sc trouve étre le coeflicient angulaire de
cette tangente commune.

4° Les coordonnées d’un point P de la tangente en M
pcuvent, d’aprés I’équation (9), s’exprimer a I'aide d’un
paramétre variable 0, par les formules

2a 20
p— — — U, _— = (,
(10) x 3 0, ¥ 3 t0

Une droite quelconque issue de ce point, m désignant
son coeflicicnt angulaire, aura pour équation

(vr) y{—«%’—lﬂ:m(z—i{f—ﬁ).
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Tirons de cette équation la valeur de & ct portons-la
dans I’équation (7), nous aurons une équation du second
degré en )y, et, en éerivant qu’elle a ses racines égales,
nous aurons, pour déterminer les coeflicients angu-
laires des langentes issues du point P & la premiére pa-
rabole, I'équation

(a—30)m2+ (2b +310)m — (20 + at)=o.

qui doit admettre la racine /. En divisant le premier
membre par m—1t(, on obtient, pour déterminer le
cocllicient angulaire de la seconde tangente, 'équation

(12) (a  30)m--(26—+at)y=o.

En tirant de 'équation (1 1) la valeur de y, en la portant
dans Péquation (8) ¢t en opérant comme précédem-
ment, on a, pour déterminer les coeflicients angulaires
des tangentes issues du point P a la sccoude parabole,
I'équation

(b+2at)ym?-—-2(2a +30)ym—t2(b— 3t0)=o,

qui doit admettre la racine ¢. En divisant le premier
membre par m — £, on obtient, pour déterminer le coef-
ficient angulaire de la scconde tangente, 'équation

(13) (b4 2atym —t{b-—3th)=o.

Si T'on exprime que les équations (12) et (13) ont la
méme racine, on aura, pour déterminer 6, I'équation
1O —=3t0)(a—30)—(b+ 2at)(20+at)=o0

ou
9202—3(0+ at)th—a2(b+at)l=o,

qui fera connaitre deux valeurs de § correspondant :
I'une au point M, lautre au point P. Cette équation
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résolue donne

2(b +— at)
0:————7 et
3¢ 0

b+ at
3¢

La premiére valeur, substituée dans les équations (10),
donne les coordonnées (G) du point M; la seconde fait
done connaitre les coordounées du point P,

b--at _b—at

Tr =— = .

3¢ 0 7 3
En éliminant ¢ entre ces deux derniéres équations, on a
Péquation du lieu déerit
3y —-bxr—ay =o.

C’est une hyperbole dont les asymptotes, paralléles anx
axes, passent par le point de concours des médianes du
triangle AOB; elle admet pour tangente a l'origine une
parallele & ABj clle est done amplement déterminée.

En substituant la valeur trouvée pour § dans 'unc ou
lautre des équations (12) et (13), on obtient

2b + at

m=—t—
b+oat’

ct, en remplagant m et 0 par ces valeurs dans I'équa-
tion (11), on a I'équation de la tangente communce DE
320 +al)x +3(b+2at)y +~(b—at)=o.
En Tordonnant par rapport a t.
a3z +a)?+230bax +—3ay —ab)t+06(3y+ b)=o,
on voit qu’elle enveloppe la courbe
Bbx+3ay—ab)—ab(3xr+a)(3y+b)=o0

ou
Dra2+abay +- a2y — ab?x — atby =o.
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C’est une cllipse circonscrite au triangle AOB, ayant
pour tangente a l'origine une paralléle & AB, et dont le
centre est au point de concours des médianes du
triangle AOB; elle est donc amplement déterminée.

Cu. B.



