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SOLUTION DE L\ QUESTION PROPOSEE POUR L'ADMISSION
A L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE EN 1887;

Par UN ABONNE.

Soit P le point du cylindroide dont les coordonnées
sont a, 3, y. Les équatiouns de la normale en ce point
sont

r—a ry—_B s—y

57

ay—ma v+mp3 a4 B2

ct,comme cette normale passe par le point M(x/,y’, 2'),
on a

z' — o e 5 —-
(1) y—8 (

ay—ma  By+mB = pz'

Ces relations, dans lesquelles on peut supposer ,
8, y coordonnées courantes, représente une courbe pas-
sant par les pieds des normales menées du point M a la
surface donnée.

On a, en outre, cn remarquant que le point P est sur
la surface,

(2) v(a2+ B2)— m(a2— B2)=o.

Les pieds des normales demandées s’obtiendraient
donc cn résolvant les équation (1) et (2) par rapport a =,
3, v. Mais ces équations, vu leur forme compliquée, ne
peuvent étre résolues par les procddés ¢lémentaives de

I’'Algébre.
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Nous allons alors nous proposcr de former : 1v1’équa-

tion qui a pour racines les valeurs du rapport g; 20 I¢é-

quation (ui a pour racincs les valeurs de Y-

Lquation en—g- — 1° Les rclations (1) donnent, en
considérant les deux premiers rapports,

Byx' —aly +mBar'—maB = ayy' —may —ady+moj

ou
amal—m(ay + ')+ y(2y' —Ba’)=o.

Divisant tous les termes par 2 et posant % =u, il

vient
amps —m(y + px)+y(y —px')=o.

D’autre part, la relation (2) donne
v+ p2)=m@(— p?)

11— 2
‘\" = m .
1+ 12

ou

Remplacant v par sa valeur dans I'égalité précédente
ct divisant tous les termes par m, il vient

' T Sl S WO , .
2pa— () pa’)+ <1+ oi ) (' —pa)=o;
d’ou
g =) (Y pa) — (11— p2) (' — pa’)
2 (14 p?)
ou, en simplifiant,
'y
=t

Considérons maintenant le premier et le troisiéme
rapport des relations (1) ; ils donnent

(& — ) (324 B1) = (5" — ) (g — m),
B

ou, cn divisant tous les termes par 2* et remplagant >
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par

Y—m .

(&' —2)(1+p2)=(3"—7)

Si, dans cette égalité, nous remplacons les quantités o
et vy par leurs valeurs trouvées tout a I’hcure, nous
aurons unc dquation qui nc contiendra plus que p
comme inconnue ct qui ne sera autre chose que I'équa-
tion demandéc. On obtient ainsi

(1 p2) (@ + py ) (2’ —y )+ 2mp[s'— m + 2 (5’ +m)]=o

ou, cn clfectuant les calculs et ordonnant par rapport

ap,

I prr'y - 3 — y 2t am (s 4+ m))
+u[r?—y24am(s'— m)|—z'y =o.

Telle est I'équation du quatri¢me degré qui donne les

B

valeurs du rapport £.

o4

Equation en Y. — Pour avoir I'équation en v, il n’y

a qu'a remplacer dans I'équation précédente la quantité
[ par sa valeur en fonction de v.

. 1 — 12 .
Or, de la relation y = m(l — ‘ui> , on lire
Y

n — “(
= ;
m —+ T
on a donc, en remplacant u par sa valeur dans I'équa-
tion (I),

(8Y oy /T Ly am(s )

N/ ' m —+ m-—

m— Iy ’ o
+\/mj_{[ — ¥4 om(s'—m)|—2'y' =o.

IFaisant passer les termes rationnels dans le second
membre et les termes irrationnels dans le premier, il
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I [22—y"2 4+ 2am (5" + m)]

“+(m 4 y)2 \/m —1 [z —y24 o(5'— m)]= 4my 'y’

m+y

m —
ou, en mettant (m—++v){/ == -1 en facteur dans le pre-
m -

mier membre,

m—-
m -

(m--7) %(m—y) [t —yt 4 oam (5" + m))]

+(m+y)[2?2—y 2+ 2m(5'—m)] ; =jm~yx'y,

ou cncore, cn eflectuant entre crochets et divisant
par 2m,

Vmi =22 — yt - am(s'—y)]= avz'y,
ou cnfin, en ¢levant au carré et ordonnant par rapport
av,
‘ hmeyr— fm ('t — y" 24+ ams3')y3

+[(r2— yram 3 )2+ f2 2y 2 — (]2

— T3 (a2 — y'2 2 3 )~ 22— 2 g 5')2 =

; rms -2 =o.
Q 1nm3(x yi--oms)y —mi(x y ams') o

(1

C’estla seconde équation demandée.

Si I'on savait résoudre les équations (I) et (II), on
déduirait facilement des racines de ces équations les va-
leurs des coordonnées 2, 3, v. En cllet, si 'on connais-
sait p, par exemple, les coordonnées a, 8, scraient
donuées par les formules

! r U ! 2\
Rl e (T L) L— 1=
“ S Gl ) . m< p2y,

4l 14 w2 1+ 2

De méme, si I'on connaissait ~, on aurait p par la

m—
= 3
P« m =

et Pon en déduiraita et B.

formule
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2° Pour que I’équation (1) soit réciproque, il faut que
les cocflicients de deux termes quelconques situés a
égale distance des extrémes soient égaux et de signes
coutraires, c¢’cst-a-dire que 'on ait

2 — Y24 om(s'+ m)+ 22— y2+om(s'—m)=o

ou
22—yt +ams = o,

équation qui exprime que le point M doit se trouver sur
un paraboloide hyperbolique ayant pour plans princi-
paux le plan des xz et le plan des yz.

Supposons cette condition remplic ct cherchons les
coordonnées des pieds des normales menées du point M
au cylindroide. L’équation (I) prend la forme

wrz'y 4-omipd—amp—a'y = o,

ou, en groupant les termes ct mettant (w*— 1) en lac-
teur commun,

(pr—n)(wa'y'+amu+z'y’)=o,
ce qui exige que 'on ajt
pi—1=o0  ou wrz'y +—om2u+2'y = o.
La premiére équation donne

=1 ct w=—1,
ct la seconde
w_ — M4 Vmr— 22y

‘let

ct
—mr—ymt =zt

z'y'

TRA—

y

Connaissant les valeurs de ., on trouve facilement



( 300 )

celles de =, 3, v, qui sont

’ ' ' ’
x -+ 'y
o = Wl, [3’: AN .{’:07
2 2
o ’ ' ’
A 4 " r—Yy "
L = ’ ;3 ) N =0
2 2 *

m__ ‘T'.y'l <‘T,2_ m? -+ \/m)

wn?(m?— me— x’Tz)T'z‘)
{ —
Qur .7"\-’1"2—1712'—‘/”15__ r 2.)/’1)
pr=— ] ,
2m?2

w_ Ymi—ay®

! T m
= x'y’2 (T'J m?— ‘/m 2y
am2(m2-+ \//m-— x -_}/")

giv__ X {7t m— i =)
J = —
! o m? ’
v ‘/m' x2y2

{ m

3° Supposons que I'équation (11) ait une racine double
dgale a z'. Les relations entre les coefficients ct les ra-
cines sont alors

22—y 2 oms’

Yy s s —
m
o ' iy e X e a2 Ry —
Sl G S G Sl s s ,
Y'Y (Y ) =—m (22— y i am 5,
,
o _(@r—y2toms)?

7

4

De la premiére et de la quatri¢me, on tire

n R
't — y'2
V= >
”m
. (22— 324 9m3z')?
= S 2T,
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et, en portant ces valeurs dans la troisicme, on a

(x'2—y'2)z"? (x'2— y2+om3z') , , ,
. — 7 =—m(@2t—y?+om3’),
3

ou, en chassant ies dénominateurs et simplifiant,
2(22—y'2) 58— m(22— y't+ ama') (22 —y?)=o,
équation qui se décompose en
Z?2—y?t=0 et 238 —m(a2—y24+ams3)=o.

La premicre équation représente les plans bissecteurs
des angles diédres xozy et xozy’, et la seconde une
surface du troisiéme degré rencontrant chacun des plans
5= o0,z=m ¢t 2 =— m suivant deux droites situées
dans les plans bissecteurs dont nous venons de parler.

Supposons le point M situé sur 'une des deux sur-
faces précédentes. L'équation (II) admet alors la racine
double 7z’ ct les deux autres racines satisfont aux rela-
tions

‘T’?—y. ot .{!Yu___ (-Z"z*‘}’,z"“ ?‘m:’)a.
- 452
45

YI+ Y”z

Pour que ces racines soient réelles, il faut que 'on
ait
(22—y'2)2 (22— amz')?

m? - '

0,

condition qui est toujours satisfaite, puisque le premier
membre est une somme de deux carrés.

4> Pour savoir ce que représente I’équation (II)
quand on y regarde y comme une constante et x’, y/, 5’
comme les coordonuées d’'un point variable, nous n’a-
vons qu'a ordonner cetle équation par rapport a

(22— y24a2m3')
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ct a résoudre I'équation du second degré obtenue. On a

ainsi
(y2—m?) (22— )24 am3')?
—dmy(r—m?) (22— y2+a2ms")
+ m2y(y2—m?)+ 4222 y'2 = o;
d'op

amer( oz y /2 2
ame(y2— m2)Zaya Yy Vi — m ,

/ , o
z'r— ytt+oms' = > >
yI—m2

ou, cn séparant les racines ct simplifiant,

’ ’
ovz'y
22— y2om(s'— )+ ——— 2 = o.
\/;'-’—m‘l
U ’
’ 2T
a2 —yrrom (s —y)— e = o,

‘/'(2_ m2
équations qui représentent deux paraboloides Iy per-
boliques.
La méme question a ¢té résolue, d’'une maniére analogue, par

M. Clapier, étudiant a la FFaculté des Sciences de Mountpellier, et par
M. Barisicn.



