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QUELQUES PROPRIETES DE L’ELLIPSE ('); DEVIATION,
ECART NORMAL;

Par M. Macrice w’OCAGNE,

Ingénicur des DPonts et Chaussées.

1. Nous avons appelé déviation en un point d’une
cllipse P'angle que la tangente a Pellipse en ce point
fait avee la tangente correspondante au cercle prin-
cipal.

Cet angle est égal a I'angle que la normale MN fait

(') Cette étude fait suite & celles que nous avons publiées der-
ni¢rement et dont voici les titres :

1° Etude geometrique sur Uellipse (Revue maritime el colo-
niale, p. 167; octobre 1886),

20 De la deviationdans Uellipse { Vouv. 1nn. de Vath., 3 série.
LoV p. 370 et 3341 1886).
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avee le diamétre correspondant OM’ du cercle principal
(fig- 1)-
Les variations de cet angle donnent une indication
intéressante sur la nature de I'cllipse considérée. Nous

avons fait voir de quelle facon simple elles pouvaient
¢tre déduites de celles de 'anomalie excentrigue (V).
On trouvera plus loin un autre mode de corrélation
géométrique entre ces deux angles.

Auparavant nous ferons observer que l'inclinaison de
la normale sur le diamétre correspondant qui s’accuse
plus ou moins, suivant (ue Iellipse considérée est plus
ou moins diflérente du cercle, mérite aussi d’élre envi-
sagde spécialement. Nous appellerons cet angle de la
normale et du diamétre en un point de Vellipse 1'écart
normal en ce point.

Nous développerons plus loin une méthode fort
simple qui permet de suivre avec la plus grande facilité
les variations simultanées de la déviation et de 'écart
normal lorsqu’on fait varier graduellemet I'anomalie
excentrigue.

Mais nous commencerons par traiter le probléme de

(') Yous. Ann. de Math., 3¢ série. 1.V, p. 33].
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I’écart normal comme nous avons fait du probléme de

la déviation.

2. Sinousdésignons par

I’anomalie-excentrique AOM/
la déviation OQN ;

I’écart normal OMN;

o Vangle polaire AOM;

< Pangle MTO de la tangente avec le grand axe;
v 'angle MNT de la normale avec le grand axe,

Q-G

(0]

nous avons, par la considération du wriangle OMT,

' w
= —(w+3T)— - = — — (W —+7):
2 2
done
tangw -+~ tang <
cotz = lang(w +7)= — 2 0%,
N f—langw tang~
VMais on a
14
tangw = — tango,
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t b t
angt = — coto.
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Par suite,
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L.’écart normal ¢ atteint évidemment son maximum z,

pour la valeur %, de o, telle que
. 4

sin2g; =1,
s < g
c'est-a-dire

i
H]

=]
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Le point correspondant de 'ellipse se trouve ( fig. 2)
sur la diagonale OC du rectangle OABC circonscrit au
quart d’cllipse, et comme la tangente en ce point est

paralléle & AB, on voit que I'écart normal maximum est

Ing. 2.
B [y
\
0 A

donné par I'angle quc fait la droite OC avec la direction
perpendiculaire 4 AB. Ce résultat se vérific bien aisé-
ment au moyen de la formule (1) ou 'on a fait sin2e
égal ar.

3. Aprés cet apercu rapide sur I'étude directe des va-
riations de I’écart normal, nous allons aborder la mé-
thode dont nous avons parlé en commengant.

Nous commencerons pour cela par résoudre le double
probléme que voici :

Etant donnés une ellipse rapportée & ses axes et un
point quelconque, trouver le lieu des points d’intersec-
tion des paralléles aux normales & ['ellipse menées
par ce point :

10 Avec les diamétres correspondants de I'ellipse;

2° Avec les diametres correspondants du cercle prin-
cipal de cette ellipse.

L.a solution de ce probleme est immédiate.
Pour le point de Vellipse dont ’anomalie excentrique
est 9, I'équation du diamétre du cercle principal est

(2) y =xlangs;
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celle du diamétre de Uellipse,

)
(7] v =7 — tangwo.
‘ « ¢
D’ailleurs on a

~ ﬂ -
tang¢e = cot= = 7 tangao.
I’équation de la paralléle a Ja normale menée parc le
point donné (=, B) est done

a
) y——@:zmng";(x—a).
Fliminant 'angle © entre les équations (3) et (4), on
a la solution de la premicre partie du probléme,

() (@?— 02 zy — aay -~ 023z = o.

Eliminant 'angle o entre les équations (2) et (4),
on a la solution de la seconde

(6) (a—b)ry —aaxy+b3r=o.

Arrétons-nous quelques instants a ces deux équa-
tions.

Elles représentent toutes deux des hyperboles équi-
latéres ayant leurs asymptotes paralléles aux axes de
Pellipse, passant toutes deux par le centre de cette
courbe (Porigine) et par le point (2, 3).

La premicre de ces hyperboles [éq. (5)], par suite
méme de sa délinition, passe par les pieds des quatre
normales que l'on peut du point (2, 2) mener a Pellipse
considérée; la seconde [éq. (6)], en vertu d'un théoréme
qui sera démontré plus loin (n° 12), passe par quatre
des points d’intersection de ces normales et dn cercle de
ravon a + b concentrigque a Pellipse.
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Le centre de la premicre hyperbole a pour coordon-
nées

Nous retrouvons ainsi un point remarquable que nous
avons déja rencontré dans une autre recherche (1) :
c'est le centre de gravité des points de rencontre de la
conique donnée et d’un cercle de rayon quelconque
ayant pour centre le point (a, ().

Nous avons déja remarqué, loco citato, que ce point
est a la rencontre de la droite qui joint les projections
orthogonales du point (z, B) sur les axes de Uellipse,
avec le diamétre conjugué de celui qui est, par rap-
port & la bissectrice de Uangle des axes, symétrique
de celui qui passe par le point (o, 3).

Cela résulte d’ailleurs immédiatement de ce que, des
formules précédentes, on déduit

- ,
z+%=“
y__ g
z 2 g

Le centre de la seconde hyperbole a pour coordon-
nées
ax Y hi
= —— }/ —_— .
a—0 k a—ob

NG

De ces {formules on tire

8
+
=R
Il

[l

|
S
R |

EY:EKQ |

(') Nouy. Ann. de Math., 3¢ séric, L. V, p. 298; 1884,
Ann. de Mathemat., 3¢ série, L. VII. (Juin 1888.) 18
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Done, le centre de la seconde hyperbole est a la
rencontre de la droite qui joint les projections ortho-
gonales du point (a, ) sur les axes de Uellipse et du
diamétre symétrique par rapport & l'un ou l’autre des
axes de celui qui correspond dans Uellipse au dia-
metre du cercle principal passant par le point («, ).

%. Lorsque le point («, 3) vient se placer sur 'un
des axes de Vellipse, chacune des deux hyperboles se
réduit a cet axe ct & unc droite qui lui est perpendicu-
laire.

S ) iculier, le poi 5Y situé

upposons, cn particulier, le point («, 3) situé sur
l'axe des . Alors 8 = o, et les équations (5) et (6) de-

viennent
(a2— b)) xy —a*ay = o,

(a—b)xy —axy = o.

Supprimant dans chacune d’clles le facteur y qui
correspond a l'axe des x, nous obtenons les équations
des deux droites

aa
(7) =
aa
8 r= .
(8) a—b

Ces deux droites sont paralléles a P'axe des y. Dési-
guons-les par les notations A et A’
On voit immédiatement que :

Sia<a—b>b, les droites A et A’ coupent toutes deux
Pellipse en deux points réels ;

Si o = a— b, la droite A’ se confond avec la tangente au
sommet A ;

Sia—b<al %2, la droite A scule coupe Pellipse en

deux points réels;
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Sia= i—j, la droite A se¢ confond avee la tangente au
sommet A ;
Si %2 <2, les deux droites A et A’ sont complétement
extéricures a Iellipsc.

Appelons I le point de I'axe des x dont I'abscisse est
a—b, K celui dont P'abscisse est %7, c’est-a-dire le
centre de courbure répondant au sommet A, et, d'une
maniére générale, par I le point de I'axe des.ax dont I’ab-
scisse est a.

Les cinq cas sus-énoncés correspondent aux hypo-

théses :

situé entre le centre et le point H;
confondu avecle point H;

situé entre le point H et le point K
confondu avec le point K;

situé au dela du point K.

[T

Dans cette derniére hypothése, il y a licu de distin-
guer un cas particuliérement intéressant : ¢’est celui on
le point I vient & concider avec le foyer 17 de Pellipse.
Dans ce cas, x =¢, et Pon a, pour les équations (7)
et (8) des droites A et A/,

a?
xr = —
c
ac
T = .
a--b

Donc, la droite A se confond avec la directrice, ce
qui était & prévoir, puisque la directrice passe par les
points de contact de I'ellipse et du cercle bitangent qui
a pour centre le foyer, c’est-a-dire par les pieds des
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normales (autres que le grand axe) menées du foyer a
Pellipse.

5. Ayaut pris sur I’axe des x un point I d’abscisse «,
considérons les droites A et A’ qui correspondent a ce
point, en vertu des équations (7) et (8).

Prenons un point M sur Uellipse. Le diametre OM
coupe la drotte A au point L (fig. 3), le diamétre cor-

Fig. 2.

A A’

respondant OM' coupe la droite A au point L. I) apreés
la propriété qui a servi & définir les droites A et N, la
droite LL! passe par le point 1 et est paralléle & la nor-
male en M « Uellipse.

Telle est la relation excessivement simple qui existe
entre la direction de la normale MN et celles du dia-
metre de Vellipse OM et du diamétre du cercle prin-
cipal OM’ correspondants. De I'une quelconque de ces
trois directions, on déduit immédiatement les deux
autres.

6. Le probléme qui se pose ici est le suivant : Etant
donné le point 1, construire géométriquement les
droites A et A' qui lui correspondent.
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Une méthode sc présente tout naturellement a 'esprit
pour le résoudre : choisir dans I'cllipse un diamétre tel
que la normale et le diamétre du cercle principal cor-
respondants soient immédiatement connus. Ce choix est
d’ailleurs tout indiqué; c’est celui du diamétre de lel-
lipse qui passe par le point de rencontre C des tangentes
aux sommets A ct B (flg. 4). Le diamétre correspon-

kig. 4.
/’,
/ N
B’ C'////
l / 1 //
/
b “—‘-‘—““%J/('
| f/'Jﬁ: ;
S
Y >
0 I A
A LY

dant da cercle principal est la diagonale OC' du carré
construit sur le demi grand axe OA. La normale cor-
respondante est perpendiculaire a la droite qui joint
les sommets A et B.

Les droites OC et OC' étant tracées, il suffira, du
point X choisi, d’abaisser sur AB une perpendiculaire
coupant OC en L et OC' en L' pour avoir, en menant
par Let L des perpendiculaires a OA, les droites A et A'.

Puisque, comme nous I’avons vu, on a pour droite A,
en prenant pour point [ le foyer de Iellipse, la dirce-
trice correspondante, on a ainsi un mode de liaison

géoméirique trés simple entre e foyer et la directrice.
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7. L’angle OLY ( fig.3) est égala l'écart normal au
point M; Uangle OL'L est égal & la déviation; langle
AOL/ est ¢gal a l’anomalie excentrigue. De la, la mé-
thode que nous avons annoncée en commencant.

. . . . . . T
IFaisant varier I’inclinaison de OL/ sur OA de o a 5

on suit les variations correspondantes des angles OL'I
¢t OLI qui tous deux partent de zéro pour atteindre
chacun un maximum (ces maxima, on va le voir, nc
sauraient ¢tre simultanés) et déeroitre ensuite jusqu’a
7.éro.

8. La détermination des maxima revient an probléme
suivant :

De quel point d’unc droite A voit-on sous un angle
maximum un segment de droite Ol perpendiculaire &
A et situé tout entier d’un méme coté par rapport «
cetle droite?

Ona(/fig.5)

~ ~ PN
OLI = JIl. — JOL.

Fig. o.
|
//—\ LI
/ L
L% J
0 1 iG
A

Done, en posant OJ =X, I =X,,JL=Y,

Y
oA X Xy Y(A—Xs)
tang OLI = SRR TR v W ¢ .



(279 )
Annulons la dérivée prise par rapport a la variabley; il
vient
Y2= X, X,.

Ains1 P'angle variable est maximum lorsque JL cst
moyenne géométrique entre JO et JI. La position cor-
respondante L, du point L sera donc 4 la rencontre de
la droite A et du cercle décrit sur Ol pour diamétre, I’
étant le symétrique du point I par rapport a A.

9. Nous allons appliquer ce résultat & la recherche du
maximum de ’écart normal et de la déviation.

Comme nous pouvons librement choisir le point I,
faisons-le d’abord coincider avecle centre de courbure K
répondant au sommet A ( fig. 6), point qui s’obtient en

Fig. 6.
Bl C
|
I ~ i
e
! 7 |
| // N
el N}
0 K A

menant CK perpendiculaire a AB. D’aprés ce que nous
avons vu au n° 4, la droite A corrcspondanle n’cst autre
que la tangente AC au sommet A.
Or, puisque
b2
OA=a  AK=_. AC=b,
on a

AC= AO.AK;

b . I’ - -
douc, d’aprés le lemme, V'écart normal maximum est
donné par OCK. D’ailleurs lc diamétre du point M cor-

respondant étant OC, on retrouve le résultat obtenu au
n° 2,
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10. Faisons maintenant coincider le point I avec le
point H d’abscisse @ — b. La droite 4’ se confond alors
- avec la tangente AC au sommet A (n° 4).
Si donc nous prenons AH'= AH = b, et que le cercle
décrit sur OH’ comme diamétre coupe AC en L,, I'angle

0

OL,II est, en vertu du lemme précédent, égal a la dé-
viation maxima.

L’angle AOL, donne I'anomalie excentrique corres-
pondante ¢, et 'on a

AL ab 0
tangc?l: OA' = ‘/a = \/(:z.

On retombessur le résultat que nous avons déja obtenu
par une autre voie dans I'étude citée au début de cette
Note.

1. Remarque. — L’anomalie excentrique corres-
pondant au maximum de la déviation étant égale a

/3 . .
arc tang \/E’ et 'anomalie excentrique correspondant
N L I3 , . T .
au maximum de 'écart normal étant égale a 7 on voit

que ces deux maxima ne coincident qu’a la limite, lors-
que Vellipse devient un cercle, c'est-a-dire lorsqu’a la
vérité il n’y a plus ni déviation, ni écart normal.

En somme, si 'on part du sommet du grand axe pour
aller a celuidu petit, on voit que le maximum de la dé-
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viation se produit avant celui de I’écart normal et que
ces deux maxima sont d’autant plus rapprochés que I'el-
lipse considérée se rapproche davantage du cercle, c’est-
a-dire que le rapport de ses axes est plus voisin de 'unité.

12. Nous allons maintenant démontrer le théoréme
auquel nous avons fait allusion au n° 3, et qui peut
s’énoncer ainsi :

Le lieu du point de rencontre de la normale &
Uellipse et du diamétre correspondant du cercle prin-
cipal est le cercle de rayon a -+ b concentrique a

Uellipse.

L’équation de la normale MN (fig. 1) est, en fonction
de 'anomalie excentrique,

bcoso(y —bsing) = asine(x— acosy);

celle du diamétre correspondant OM' du cercle prin-
cipal,

¥ cosg = zsine.

Tirant coso de la seconde équation pour porter sa
valeur ¢n fonction de sin® dans la premicre, on tire de
celle-ci

sing =

dés lors,

COSL? =

ct I’équation du lien du point ® est

y? z2
(a+0b) * CE

1

ou
x2+y2=(a+b)2, €. Q. F. D.
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On déduit de Ia cette construction fort simple de la
normale a I'cllipse :

Prenant sur le cercle principal le point M' corres-
pondant aw point M, on prolonge le rayon OM' d’une
longueur M'Q égale au petit axe de ellipse. La
droite QM est normale & Uellipse en M.

Nors. — Dans un Mémoire que M. R. Guimaracs
vient de publier a part sous le titre de Semelhanca e
rectificacao dos arcos ellipticos, je remarque les élé-
gantes propriétés que voici des points définis par ’ano-

. . b .
malie excentrique o, telle que tang2o = —; qui sont les
) ) a

points que ’ai appelés de déviation maxima :

L. La différence des arcs déterminés sur un qua-
drant d’ellipse par le point de déviation maxima situé
sur ce quadrant est égale a la différence des demi-
axes de Uellipse.

Il. Le point de déviation maxima sur un quadrant
d’ellipse est le point de contact du cercle inscrit dans
le triangle mixtiligne formé par ce 1/uad1 ant ct les
langentes en ces extr Eemites.

Cette propriété se déduit immédiatement du théoréme
de Chasles sur la différence de deux ares d’ellipse, tels
que les tangentes en leurs extrémités forment un qua-
drilatére circonscriptible au cercle.



