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SUR LA POTENTIELLE TRIANGULAIRE;
P\R M. E. CESARO.

Soient A,, A2, A3 les sommets d'un triangle, dans
l'ordre où ils sont rencontrés par un mobile, qui par-
court le périmètre en laissant le triangle à sa gauche.
Soient [JL^ULO, JJL3 les coordonnées baryeentriques d'un
point P. Si JC;,j i sont les coordonnées de A,, par rapporta
deux axes orthogonaux, issus de P, on a par délinition

( 1 )

( 2 ) ? [J-i Y- — O,

les sommes devant être étendues aux indices i, a, '<\. Le
double de l'aire du triangle étant

v(,,,,_,,,,_,,
o n d é d u i t d e ( i ) e t ( a )

[ji,, jjLo, p«3 représentent donc les rapports des aires des
triangles PA2 A3, PA:] A,, PA, A2, h Taire de A, A2A3.
Rappelons, enfin, que l'élément linéaire, en coordonnées
barycentriques, estdonnépar la formule

( > ) ds- = a-(cot Ai d\x\ -h cot A, d\x\ ~ cot A3 d\x\ ) .

Supposons que les coordonnées barycentriques de P
dépendent d'un paramètre n. Lorsque celui-ci varie, le
point considéré décrit une ligne ( P). Si l'on prend comme
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( ..58 )

axes la tangente et la normale à (P), en P, les dérivées
des coordonnées de A;, par rapport à l'arc s, sont

y i = •

Cela posé, remarquons que Pon a

(7)

et différ entions les égalités ( i ) et ( 2 ) , en tenant compte

de (6). 11 vient

(<J>

puis, par une nouvolle dérivation,

( i o )

(n)

Posons

V " !

A =

11 est évident, h cause de (7), que

A = fi', jxw
3 — jx'3 ja'; = JA'3 fi'J — rt ixl = p\ ixl — ji;

2 ta';.

Cela étant, les formules (1) et (10) donnent, en ayant
égard à (8),

03)

De même, les égalités (2) et ( 9 ) donnent , en ayant



é«ai'(l à ( M ),

. ' ' 2 V:\

\±.\ 1*2 ÔÂ

j.es formules (12), ( i3) , (i4)font connaître les mi-
neurs de A : elles nous disent que le réciproque de ce
déterminant est, en vertu de (3),

A .r.2A y9 p.

A ,r5A y^p.

On sait, d'autre part, que le réciproque en question est
égal à A2. Donc

(i ">) a1 p \ — i.

iNous avons là une relation entre p, /*, AI' 5 car, si l'on pose

du diï1

d<M d- \x2
'J.-2 ~ —<̂ /i dn1

il est évident que

([(')) A = n':io{ n).

D'autre part, si l'on fait, pour abréger,

07> +('0=^

on a, d'après (5),

( iS) an'

p u i s , p a r s u b s t i t u t i o n s success ives d a n s ( 1 6 ) et ( i 5 ) ,



( 2ÖO )

Kn outre, l'intégration de(i8) nous donne

( JO) s = a ! 'l ( n ) du.

L'élimination de n entre {i§) et (20) conduit à l'équa-
tion intrinsèque de (P).

Lorsque les coordonnées barycentriques de P sont
proportionnelles aux nUmes puissances des côtés corres-
pondants, la ligne (P) prend le nom de potentielle trian-
gulaire. Cette courbe a été étudiée par MAL Faure, Le-
moine, Brocard, de Longchamps. Nous allons l'étudier
à notre tour, en établissant par la géométrie intrin-
sèque quelques propriétés connues et beaucoup d'autres
nouvelles.

Evidemment, la courbe dont il s'agit n'a pas de points
hors du triangle, tant que n est réel. Klle contient tou-
jours le bar\ rentre du triangle, le centre du corde in-
scrit, le point de Lemoine, les sommets opposés au plus
grand et au plus petit côté, etc. A ces points corres-
pondent respecti\ement, pour 72, les valeurs 0,1, 2, oc,
— 00, etc. C'est ce que l'on vérifie sans peine en obser-
vant que, dans le cas actuel,

^ / II pfl f*H r>H f*H ( H
' l *- 2 ( » M C 1 L i

ct étant la longueur du côté opposé h Xt.
b\ Ton pose, pour abréger,

2J) x2 -—- ~ ( a l o f r r , - 3 ) r ' /



Par suite,

d'où

ct— ? («loge!—
c 2 - £ («logcj—
ra—? (a logc3— «Y

. ( ('l
O ( 7 1 ) — A -

pourvu que l'on pose

De même, si

o^t'! lot;2 Ci

• . - '« f~ .

et

la relaliou ('1 j ) donne

Cela étant, les formules (19) et (20) deviennent, en
vertu de (24) et (26),

p =

( 2 8 )

,>••©••

= af(r r.r yUd"

L'élimination de /i entre (27) et (28) donnerait l'équa-
tion intrinsèque de la potentielle triangulaire. Si
^t^> c 2 > c 3 , la potentielle s'étend depuis A3 jusqu'à A<,
à l'intérieur du triangle, lorsque n varie de — ce à -f- oo.
Pour voir comment se comporte la courbe aux environs
de ses extrémités, il suflît de voir ce que devient (27)



( 2 0 2 )

pour des \aleurs de /z, indéfiniment grandes en valeur
absolue. On remarquera d'abord que y.c~n croît toujours

à l'infini, asymptotiquement à ( C~) ou à (~) , suivant

(jue a est positif ou négatif. La discussion de II, au
moyen de (2.5), montre ensuite que le second membre
de (2 - ) tend à prendre une des formes

— - , —.—— h
'iCsJ L a 1-7T— — lim f — - , —.—— hm (

la2 V'iCsJ La1 \cir-

suivant que n est positif ou négatif, c'est-à-dire suivant
([lie le point P tend vers A{ ou vers A3. Soient rel R les
valeurs de p en ces points. Si c\<^ c{ c*3, on a, d'après (29),
/• = o, 11 = yz. Si c'i >> ci c3, on a /' = 00, R = o. JI y a
donc deux classes de triangles, bien distinctes au point
de vue de leurs potentielles. Ces classes sont nettement
séparées par les triangles dont les cotés sont en progres-
sion géométrique, et qu'on appelle triangles moyens. En
effet, pour cl = ctc9^ les expressions (29) deviennent

( 3 « , r ^ ,

En outre, dans le cas actuel,

À = i s j .

Par suite, les formules (3o) donnent, aux signes près,

'i a'1 1 a 2

Ainsi, dans tout triangle moyen, les courbures de la
potentielle, aux extrémités du coté moyen, sont propor-
tionnelles aux cubes des côtés opposés. On peut encore
écrire

//, étant la hauteur issue de At. Gela donne lieu à une



construction fort, simple. On remarquera que la moyenne
géométrique des diamètres des cercles osculateurs, aux
extrémités de côté moyen, est égale à la distance de ce
côté à Fortliocentre.

Afin de connaître la direction de la courbe, en chacun
de ses points, il convient de reprendre les formules (i/|)?
qui deviennent, en vertu de ( io) et (18),

Dans le cas de la potentielle, ces formules donnent, aux
signes près,

.n

pourvu que l'on ait égard aux formules (21), (22), (26).
Si n croit indéfiniment, en valeur absolue, 011 a, en vertu
des considérations asyniptotiques indiquées précédem-
ment,

s/a2,. / c 3 \ " s/a*,. A'iV*
Yi = hm — ou Yi — ' l i m \ — ) y
J S3C3 ViJ J SlC! \CiJ

suivant que n est positif ou négatif. Il en résulte

JKi=o. ^2 = 0, y.i=z—=h,3, en A,;

jK3=o, j 2 = o, yl= — =hu en A3.

La potentielle touclie donc les côtés extrêmes du tri-
angle aux extrémités du côté moyen. Elle se dirige paral-
lèlement à ce côté lorsque y K =: j^3 , c'est-à-dire d'après
(3i) , pour

En particulier, pour les triangles moyens, ^ = 0 , ce
(jui définit le barycentre.



On doit être curieux de connaître la nature de la po-
tentielle dans les triangles niojens. Dans ce but, remar-
quons que l'on a identiquement

TSilogC] — o? d'où c*icE^c^ = i.

Par sui te , les formules ('ai) donnent

Telle est l'équation barycentrique de la potentielle.
Elle devient, pour les triangles moyens, JJL̂  J= U4 fjt3.
C'est une équation homogène, du second degré, qui re-
présente donc une conique. Bien entendu, la courbe doit
être limitée à Tare intérieur au triangle; mais nous ver-
rons que l'arc extérieur fait également partie du lieu, à
la condition d'admettre pour n des valeurs imaginaires,
convenablement choisies.

Il ^ aurait une intéressante transformation à étudier
dans le plan. Soit qt la longueur du segment intercepté
sur une droite D, a partir d'un point Q, par Je côté opposé
à A,. Déterminons Q de manière que

La droite J) se mouvant dans le plan, soit P le point
où elle touche son enveloppe. Par rapport à la tangente
et à la normale à (P), en P? les coordonnées de {) sont
faciles à calculer ; l'ordonnée est nulle, et l'abscisse est
donnée par l'équation

— o.
l*\--'r Pi— ' />->

qui est vérifiée par une seule valeur finie de J", à savoir



Les quantités p représentent les abscisses à Vorigine
des eôtés du triangle fixe. Connaissant les coordonnées
de Q, il serait facile d'étudier, par les méthodes intrin-
sèques, la correspondance deslignes (P) et (Q ). Ici nous
nous bornons à faire observer que la potentielle triangu-
laire coïncide avec sa transformée. En effet, pour que,
sur I), Q coïncide avec P, il faut que l'on ait

Z\ £.> Z-i

c m — -+- — -- — = o.

P\ IH Pz

D'ailleurs,
Cl'1 Ui ft~ UU (f1 U->

j'i—j'3 j'3-j'i y\—y±

et la dérivation des formules (4) donne, en vertu de (6),

a- \i\ = y{ — j . 2 ,

de

a- [jij -

sorte

= y 2 —

que

y**

d .
ds X0{

— y-i -yi

Conséquemment, l'égalité (33) se change, par intégra-
tion, en (32), pour une valeur convenable de la con-
stante arbitraire. Pour les triangles moyens la relation
(33) exprime que le segment intercepté par les côtés
extrêmes, sur toute tangente à la potentielle, est par-
tagé harmoniquement par le point de contact et par le
point de rencontre avec le côté moyen. Cette propriété
est évidente, si l'on rélléchit que la potentielle étant.,
dans le cas actuel, une conique, le côté moyen est la po-
laire du côté opposé.

La potentielle peut se prolonger au dehors du tri-
angle pour des valeurs imaginaires de n. Changeons 11
en il-\~ lÎ\J— 1, et voyons ce qu'il faut pour que les coor-
données a restent réelles. Si u cl co sont le module et



( 266 )

l'argument de a, on a, d'après (21),

wx- étant l'argument de c/v/~]. Jl en résulte que a>, — to
doit être un multiple de TZ. Soit co,— to = ///,-, et, par
suite,

c'est-à-dire

( 3 4 )

(— 1)"'. c'jf-M

On peut toujours supposer que tous les nombres m
soient pairs, ou qu'un seul d'entre eux soit impair. Dans
le premier cas, on retombe sur les équations (21) : dans
le second, on n'a qu'à changer, dans ces équations, le
signe de kuv, niv étant impair. Le point Q, représenté par
les équations (34)* <*st alors dans une relation simple
avec le point P, représenté par (21). Ces points sont sur
une droite issue de Av, et ils divisent liarmoniquement
le segment de cette droite, intercepté, à partir du sommet,
par le côté opposé. Jl nous reste à connaître la valeur de
v. Remarquons, dans ce but, que co4- 11e diffère pas de
A loge/, et, par suite,

11 faut donc, avant tout, que les nombres s aient entre
eux des rapports commensurables. Si cela a lieu, on peut
trouver trois nombres entiers, 7'j, r2, r8, premiers entre
eux, tels que

et l'on a
/•| / ' , /'* 7T

/fi 2—ni -{ / / ? • { — n t [ /n{—//*> Ai



Un seul des nombres /' est pair : c'est J\. Lorsque les
rapports mutuels des nombres s sont commensnrables,
il existe entre les côtés du triangle une relation de la
forme

(35) vvlc,t=c,^ria

On a donc v = 2 lorsque rs et 7'3 sont impairs : v = 1,
pour r, pair et r3 impair : v = 3, pour rK impair et r,,
pair. Ainsi, l'indice v est connu, dès que la relation (35)
est donnée.

Lors donc que la détermination des nombres r est pos-
sible, la courbe admet des boucles (Q) , extérieures au
triangle, qui se déduisent de la boucle intérieure (P) par
une transformation homologique harmonique, dont le
pôle et l'axe sont respectivement le sommet Av et le côté
opposé. Evidemment, pour v = 2, on obtient une boucle
analogue à (P), tournée en sens inverse, et se raccordant
avec (P) aux extrémités du côté moyen. Les deux boucles
constituent ainsi une espèce d'ovale, qui devient une el-
lipse pour 7*1 = 7*3. La forme de la courbe est bien ditïé-
rente lorsque v est égal à 1 ou à 3. Soit v = 1, pour fixer
les idées. La droite joignant les milieux de À< A2, Af A3

rencontre ( P) en un point O, dont le transformé est à l'in-
fini, sur OA,. Cela étant, l'arc OA3 se transforme en un
arc hyperbolique, qui s'étend à l'infini, asymptotique-
ment à une droite D. Les deux branches se touchent
eu A3. et il y a rebroussement en ce point, sans que la
courbure y soit nécessairement infinie. De même, Tare
OAt donne lieu à une autre branche hyperbolique, se
raccordant avec ( P ) e n A , , de manière qu'il y a inflexion
en ce point, sans que la courbure y soit nécessairement
nulle. Cette seconde branche s'étend aussi à l'infini,
asynipuniquement à D. La construction de ï) est fort
aisée. Cette droite est la transformée de la tangente à ( I*)7



en O : elle rencontre donc cette tangente sur l'axe A2 A3,
et, d'autre part, elle est parallèle à OA^

Eu résumé, la potentielle triangulaire affecte trois
formes différentes, en relation avec l'égalité (35). Si une
telle égalité n'a pas lieu, la courbe s'arrête aux extré-
mités du côté moyen. Si l'égalité (35) a lieu, et que les
nombres/\, r3 soient impairs, la potentielleest unecourbe
fermée. Enfin, lorsqu'un des nombres /•,, /'3 est pair,
la potentielle est une courbe ouverte, ayant, deux bran-
ches asymptotiques à une même droite, et présentant
une inflexion et un rebroussement. Transcendante dans
le premier cas, la potentielle est algébrique, de degré
pair ou de degré impair, dans les deux autres cas.


