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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE POUR L’ADMISSION
A L’ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1887 (*);

Par M. E. BARISIEN.

1° Soient a et b les coordonnées du point » par rap-
port aux axes O.r et Oy. L’équation de la droite AwB
est de la forme

(1) y—b=m(x—a).

Celle de la droite perpendiculaire ®CD est
(2) _y—bz_-;;—L(ar——a).

[’équation générale des coniques tangentes aux points
d’intersection de la droite AB avec le systéme des deux
droites Ox ct Oy est de la forme

[y—b—m(xr—a)lz2—2ray =0
ou, cn développant,

Y2+ m2zt—o(m—+ M)xy +2(y — mx)(ma—b)
—~(ma—>b)=o.

Exprimons que cette conique est une parabole : nous
aurons cntre A et m la relation

m(2m—+X)=o;
d’ou
A=—am.

(') Nouvelles Annales, 3¢ série, t. VI, p. 325.
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L’équation de la parabole tangente en B et A aux axes
Ox et Oy est donc en fonction du seul paramétre m,

3) (y+mz)lR+a2(y—mxr)(ma—>b)+ (ma—>bP=o.
L’équation de ’axe de cette parabole P est de la forme
Y+mz4+p=o,
ct celle de la tangente au sommet de la forme
my —z +v=o,

de telle sorte que 'on peul écrire I’équation de la para-
bole de la facon suivante

(1) (y +mzx -+ p)2=20(my —x+v),

les quantités ., p, v restant & déterminer par I'identifi-
cation des équations (3) et (4). Cette identification
fournit les trois relations

p—mp=ma—7>,
pm - p=—m(ma—0),

P2 —2py =(ma—D0),

d’ou 1'on déduit sans difficulté

o am(ma—b)
p= -+ m?
m(ma — b)

1+ m?

L’équation de I’axe de la parabole (3) est donc

(5 ~+ mx -+ (ma — b) 1 m
5 —b)——-=0
) J 1~ m?
Quant i la directrice, comme elle est perpendiculaire
a I'axe et qu’elle passe par le point O, puisque les tan-
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gentes issues de ce point sont rectangulaires, son équa-
tion est

(6) my —ur =o.

N , . ~ > 1

En changeant dans les équations (5) ct (6) m en — —,
m

on obtiendra les équations de I'axe et de la divectrice de
la seconde parabole 1. Ces équations sont par suite

1 —m’
(7) my — & —(mh —d)——— =0
I -—m-
) )
pour axe, et
(8) 3 —mr=o0

pour la directtice.

2" Lelien du point de concours des droites (5) et
(6), qui sera évidemment le méme que le licu da point
de concours de (7) et (8), s'obtiendra en éliminant m
entre (5) et (6), par exemple. La valeur de m tirée de
(6) et portée dans (5) conduit a I'équation

(242 = (xr*—3*)(axr —by).
(est une courbe du quatriéme degré, fermdée, ayani
un point triple a Porigine, et pour tangentes en ce point
les bissectrices de P'angle des axes et la droite
«a
= 5 Z.
4 2

3° Pour avoir le lieu du point de concours des axes,
il faut éliminer m entre les équations (3) et (7).

Pour cela, résolvons d’abord ces équations par rap-
port a . ety ; elles deviennent

P — m?
1= = | omb 4 a1 —m)).
(I— *)*
1 ma
v - —— b1 M2y = o |

(1 m?2)?
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On en déduit les relations

(1— m2)2

= (_I—!—nl?)—?(agﬂ‘_bz,'
1— m?2)?
ar+by = ((1_—;——;52—))3(“2+ b2),

(qui montrent que Pon a
22+ yr=ar + by,

ce qui indique que le lieu demandé est le cercle décrit
sur Ow comme diamétre.

Il est a remarquer que Pénoncé parle a tort d’un
seccond cercle, comme lieu du point de concours des
axes.

4° Déterminons les coordonnées du foyer par cette
condition qu’il est le pole de la directrice.

J’équation de la polaire d’un point (ry, y,) de la pa-
rabole (3) est

z{m(y, + may)— mima - b)]
+y[y1+ may+ ma—"b)
+(ma—0b)(y1—maxy)+(ma—0>b) =o.

Identifions cette équation avec I'équation (6) de la di-
rectrice : nous avons alors

yi—mary+—ma—b=o.
lzz[_y1+m7'1——7na+b| ‘}'1'44171.7/’14—1)2&—[)
—1 - "

Ces deux relations peuvent s’écrire
)}

y1—mzx=b— ma.
m?—u

== may = (ma — b ) ———
I ! )I)l2+l

d’ou 'on déduir

m(ma — b) ma — b
= ey I Y
m2 -1 4
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Telles sont les coordonnées du foyer de la parabole P.

On trouverait de méme, pour celles du foyer de la pa-
rabole P,
a-+ mb m(a -+ mb)

Ty = = ’ 2 = 3
m2+41 4 m2—4-1

Par suite, on a pour la distance D des deux foyers
Di=(2) — 22)2 + ()1 —02)? = a2+ b2,

ce qui indique que cette distance est constante et égale
aOow.



