NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

CH. BIEHLER

Sur les séries ordonnées suivant les
puissances croissantes d’une variable

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 7
(1888), p. 200-203

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1888_3_7_ 200_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1888, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1888_3_7__200_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

( 200 )

SUR LES SERIES ORDONNEES SUIVANT LES PUISSANCES
CROISSANTES D'UNE VARIABLE;

Par M. Cun. BIEHLER.

On sait que, si une séric
(1) Ao+ AT 4+ QX2+ .o .4 QX 4-.. .,

ordonnée suivant les puissances d’une variable x, est
convergente pour une valeur de & dont le module est R,
clle est convergente pour toute valeur de a dont le mo-
dule est moindre que Rj elle représente, pour toutes ces
valeurs dela variable, une fonction continue de x. Cette
propriété subsiste en conséyuence pour toute valeur de
x représentée par un point du plan situé dans U'intérieur
d’un cercle d’un certain rayon R/, désigné sous le nom
de cercle de convergence. Sil'on prend les dérivées des
termes de la série (1) supposée convergente dans le cercle
de rayon R’, on obtient une nouvelle série

(2) A+ 20,7 +3ayx+. ..+ na, v+ ..,

convergente pour toute valeur de la variable située dans
Pintérieur de ce cercle. Remarquons, en outre, que,
pour toutes ces valeurs, les séries formées par les mo-
dules des termes des séries (1) et (2), & savoir

Ao+ Ar - rid-. .4+ apr® 4.,

Uy 207 4+ 33 P2 4., .+ A FR .,

ou o, désigne le module de ay, sont couvergentes.
Nous allons donner, dans ce qui suit, une démonstra-
tion simple d’une propriété connue, mais importante, de
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ces sérics, a savoir : la série (2) représente une fonction
qui est la dérivée de la fonction représentée par la pre-
miére, pour toute valeur de la variable située dans I'in-
térieur du cercle de convergence.
Soit

F(z)=ay+ a1 + a2 +...+~apz?~...,
ct soit ', (x) le polynome de degré n,
Fo(z)=ay+ a1z + ayx*+...+ a,z";
soit R, (x) la somme de tous les termes qui suivent le
(72 =+ 1)i*me dans la série (1).
On aura

F(z) =F.(x)+ Rp(2);

en désignant par x + % une valeur de la variable repré-
sentée également par un point situé dans 'intérieur du
cercle de convergence, on aura aussi

F(x+h)=F,(x+h)+ R,(x+L);

d’ou -
F(z + h)—F(z) )
= Fo(@ + h) — Fp(2) + Ru(z + ) — Ru(2)
ct ’
F(zx+h)—F(x)
h
_ Fo(x+ h)—F,(x) N Ru(z + h) — Ru(2)

h h ;

Fo(x+h)—Fp(x)
h
mite la dérivée du polyndéme F,(x), soit F,,(x),

lorsque / tend vers zéro, a pour li-

F(z) = a1+ 202 + 3azx?+...+ na,z"1.

Ru(x + h)— Ru(x)

Considérons la scconde partie, 7

;on
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peut éerire

Rp(z + h)—Ru(z)
= a,[(@+ At — 2t b apio (2 + A2 — r+2] -,

car R, (x + 1) et R, () sont des sérics convergentes.
Mais

(z~+ byttt — gt = h(@ + k)t (2 + h)r—1o .. .+ 2" ],
ct de méme pour les autres termes ; on pourra donc poser
Rp(r+1h) — Ru(x) =l d,(z, k),

ou ®,(x, ) est une fonction entiére.

Nous allons chercher unc limite du module de la fone-
tion ®,(x,h). Soit g le plus grand des modules des
(uantités x —+ ¢t x, on aura

mod[(a - LYt (x4 )1 4. . —2n | < (n—+1)p7:
par suite,
mod ®(x, /1) T (n —1)2ppq g7 (N = 2)Apap pt+1 4.
La séric .
Ay 2%3p 3% p2—. L == %y PP (B D g PP 4L

¢lant convergente, on peut trouver unc valeur de n finic,
telle que
(R+1)2p 10"+ (1~ 2) A pppp P - L.

soit inféricur & un nombre donné ¢; par suite, en dé-
signanl par ¢, une quantité aussi petite que ’'on voudra,
on aura pour toute valeur de / satisfaisant a la condition
que x ~+ 1 soit dans 'intérieur du cercle de convergence,

Ra(e +h)—Rp(z) .
Ty T T

D’autre part, on peut trouver unce valeur de 4 assez



{ 203 )
petite pour que
Fo(x+h)—F,(x)
h

ne differe de I',(x) que d’une quantité 7, aussi petite
F(x 4+ h)—T(x)

7 pourra donc s’écrire

qu’on voudra;
F(z -+ k) — F(x)

7 :F;L(x)-_‘“‘sn'f"’iu'

Mais la séric
Fi(x)=ai+2a:x +3a322+.. .+ na, =1+, ..

est convergente; on peut donc prendre n assez grand
pour que I'; (x) ne différe de 17, () que d’une quantité
€, aussi petite que I’on voudra,

Fo(x)=Fi(x)-+Cn,
par suite,

F(z+h)—F(x)

I :Fl(-T)"i_sn“‘«‘Tm_‘_CH'

Lorsque % tend vers zéro, le premier membre a pour li-
mite la dérivée de la fonction I'(x). On voit que cette
limite existe et est I'(ar). Il ne saurait y avoir en effet de
différence entre cettelimite et I, (x); car, sil’on supposait
qu’il en existe une finie, quelque petite qu’on la suppose,
ce qui précéde montre qu’on peut trouver un nombre 7,
F(x+ h)—F(z)
h
tite que la diflérence assignée; la fonction I'(x) a done

tel que la différence entre soit plus pe-

bien pour dérivée Ity ().



