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SUR LES SÉRIES ORDONNÉES SUIVANT LES PUISSANCES
CROISSANTES D'UNE VARIABLE;

PAR M. CH. BIEHLER.

On sait que, si une série

(f) ao-h axx -H a2a?2-f-.. .H- anccn-h...,

ordonnée suivant les puissanees d'une variable .r, est
eonvergente pour une valeur de x dont le module est R,
elle est convergente pour toute valeur de x dont le mo-
dule est moindre que R; elle représente, pour toutes ces
valeurs delà variable, une fonction continue de x. Cette
propriété subsiste en conséquence pour toute valeur de
x représentée par un point du plan situé dans l'intérieur
d'un cercle d'un certain rayon R', désigné sous le nom
de cercle de convergence. Si Ton prend les dérivées des
termes de la série (i) supposée convergente dans le cercle
de rayon R', on obtient une nouvelle série

(2) «!-{- 2a2a? + 3a2^2 + . . .-f- nanX"--1^...,

convergente pour toute valeur de la variable située dans
l'intérieur de ce cercle. Remarquons, en outre, que,
pour toutes ces valeurs, les séries formées par les mo-
dules des termes des séries (1) et (2), à savoir

a 2 r2 - h . . . H - <xnr
n H - . . . ,

où â  désigne le module de a^, sont convergentes.
INous allons donner, dans ce qui suit, une démonstra-

tion simple d'une propriété connue, mais importante, de



ces séries, à savoir : Ja série (2) représente une fonction
qui est la dérivée de la fonction représentée par la pre-
mière, pour toute valeur de la variable située dans l'in-
térieur du cercle de convergence.

Soit
F(x) = «o-h atx -r a2x

2-+-...-+- anxtl-+-.. .,

et soit Yn(x) le polynôme de degré /*,

Fn(x) = ao-H a{xH- a2x
2-{-.. .-+- aax

ïl\

soit Rw(cr) la somme de tous les termes qui suivent le
(n -f- i)iùme dans la série (1).

On aura

en désignant par x H- h une valeur de la variable repré-
sentée également par un point situé dans l'intérieur du
cercle de convergence, on aura aussi

F(x-\- h) = Fn(x 4- h)-\- Rn(x-h h);
d'où

)— F(x)
= Fn(x + h) —

et
F(x-hh) —

h

1 7 1 - Fn(x + k) — Fn(x) T

lorsque h tend vers zero, — j —- a pour li-

mite la dérivée du polynôme F/2(x), soit F^(x),
F'n(x) = ai-h ici^x -\- 3a3x2-{-...-f- nanx

n—1.

Considérons la seconde partie, ^ ; on
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peut écrire

Rn(x-hh) — R,t(x)
= a r t 4 . , f (ar 4 - / ? ) * + 1 — a?»4"1] -+• aa+i [(x H- fy»+* — x*+*~] -+- . .

car Rw(.r -h A) et Rw(.r) sont des séries convergentes.
Mais

et de même pour les autres termes ; on pourra donc poser

l\n(x H- //) - Rn(x) = h *„(a?, A),

où <$w(.r, A) est une fonclion entière.
Nous allons chercher une limite du module de la fonc-

tion <bn(x,h). Soit p Je plus grand des modules des
quantités x H- h et x, on aura

par suite,

mod <l+(cr, h ) < (n ~\)%n^ p"-f-(/? -4- 2)a^_h2p"+

La série •

étant convergente, on peut trouver une valeur de n finie,
telle que

soit inférieur à un nombre donné e; par suite, en dé-
signant par en une quantité aussi petite que Ton voudra,
on aura pour toute valeur de // satisfaisant à la condition
que x H- h soit dans l'intérieur du cercle de convergence,

D'autre part, on peut trouver une valeur de h assez



petite pour que

ne diffère de F'fl(x) que d'une quantité rin aussi petite
1 F(.r-f-/O — F(x) , ,, .

qu on voudra ; — j —' pourra donc s écrire

Mais la série

Ft(x) = ai-4- ia*x -h 3a3^2-i-.. .-+• natlx
n

est convergente; on peut donc prendre n assez grand
pour que VK (x) ne diilere de F'n(x) que d'une quantité
Çn aussi petite que l'on voudra,

par suite,

) — F(.r)

Lorsque h tend vers zéro, le premier membre a pour li-
mite la dérivée de la fonction F(x). On voit que cette
limite existe et est F (or). Il ne saurait y avoir en effet de
diiïerence entre cette limite etFj (x) ; car, si Ton supposait
qu'il en existe une finie, quelque petite qu'on la suppose,
ce qui précède montre qu'on peut trouver un nombre/z,

tel que la diiïerence entre — -j soit plus pe-
tite que la différence assignée; la fonction F(x) a donc
bien pour dérivée Fh(x).


