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b
NOTE SUR L'INTEGRALE f f(2) G (z)dr;

Par M. T.-J. STIELTJES.

L’objet de cette Note est la démonstration de la pro-
position suivante :

Soit f(x) une fonction non décroissante entre les
limitesx = a et x =0 (a<b). dlors il est toujours
possible de déterminer n constantes xy, sy « .., Xy

al << L Ty < 2, < b,

et n -1 constantes ayy Aay -« .y Apy Apy,y qui sont com-
prises respectivement dans les n + 1 intervalles formds
par les n + 2 quantitcs

f(a)y f(xl)y f(x2)y ey ,/.(l'n.—i)‘ ./(-7'/1)7 /(l)),

de telle facon qu’'on ait
b
f f(z)Gep(x)dx

x, T,
:a’f ng(m)dz—r—agf Gop(z)dr

-+ aaf Gop(z)dz +. ..
Xy

X,
+a,Lf Gy () doe + apry Gan(z) d.
Lp—1

“4n

Gon (x) étant un polyndéme quelconque en x du degre
an au plus.

1. La détermination des conslantes xj, a; est évi-
demment un probléme déterminé, car les conditions
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imposées fournissent 27 -+ 1 relations entre ces incon-
nues. Pour les écrire, nous pouvons prendre

. Gon(z)=(z —a)
cn faisant
A=o0,1.2,...,92n.

1l vient ainsi

b
\/\'—i—l)[ (x—a) f(z)dr

— (W — — e
(ny ( T & a)(ry—a) r(k=0,1,2,...,2n).

' — (@3 —as)( &y — @)+

' —(@nr1— @) (Tp— aPptlt @y (O — a)f+t

Remplagons dans cette relation A par &k -+ 1 et retran-

chons les deux équations, aprés avoir multiplié la pre-
.y Al

mi¢re par b — a; on aura

b
[ [(b—a)h-+19
) —(k+ o) — a)](x—a) flx)dr
(2) =—(ay—a (b —ax)(xr1— ay+i r(k=o0,1,7....,0on—1).

—(az— a))(b — ry) (73— a Y+t

—(@pir—ant b — 2 ) (22— a Y+t

Pour simplifier, nous posons
(3) (rvr—ar b —uwp)Tp—a)=Ar (k=1,2,...,n).
ct nous remarquons que

S —ay(h—u)—(k+2) (v —a(x—a) f(x)dr
=(b—urpr—a)tt fle)—f(b—a)a—ar+ f(x)dr.

Les relations (2) peuvent donc s’écrire

O
[ (b —2)(x—ar+ fir)de

= A1y — @k + Ag(zg— a4~ A (7, — ak

Y(k=o0.1.2.....0n—1).
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ct il est clair par la qu’on aura

b

“ [ o= —a)f(@) Cons () o

= A1Gyp—1(2)) + A2 Gapni(x32) +...+ AnGop—y(zn),
Gapn_i () étant un polynome quelconque en x du de-
gré 2n—1 au plus. On reconnait maintenant que la
détermination de Xy, gy ..., Tuy Ayy Aoy oouy A,
revient & la solution d’un probléme bien connu. On sait
que Xy, Tay ..., Iy sont les racines de 'équation

(5) Pu(z)=2"+cizr—1+...=0,

P,(x) étant le dénominateur du degré n d’une des ré-
duites de la fraction continue

/ f"(b—z)(z—a)f’(:)dz

r—23

(6) ‘© = b

T
T —dy—

ha

r— ay—

T —a;—

\
Ces racines sont réelles, inégales et comprises dans 'in-
tervalle (a, &), et nous pouvons supposer
al <L xg<l...<lxp<b.

On connait aussi I'expression des constantes A, qui sont
positives. En posant
v

S —Pu(z
Qll(z):f (b_z)(z—‘a)f (S)L(E)_—_'”‘(G)dz,
« ~
%”Ez; est une des réduites de la fraction continue, ct
n
I'on a
0/1(-1'/ )
Ap= DUy .
A P! (r) ( 1,2,3 , n)

On peut encore se servir de la formule suivante qui
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n’exige pas la connaissance du numérateur Q, (x),

)W) )\l )\2- . -)\lr 1

P, ta)Phiay)

(7) A= (k=1,2,....n)

Les constantes kg, o4 qui ligurent dans la fraction con-
tinue et les polynomes Py () se calculent de proche en
proche par les relations

]’0: 1,
\ P1::”_""-07
(8) ¢ Pa=(r—a)Py—Dy,

' Prai=(r—a)Pr— A Pi_y;
b

o == / (b—;)(z——a)f’(z)d:
W ¢ f (b— 315 —a) ) ()| Pr(s)]2 ds
= (k=1,2,3...),
[ (b—3)(5—a) f(5)[Ph_y(s)]2 ds
lb—,.,)(-—a)‘/(‘.):[P/_(z)]?dz
(10) a5 = 2 ; (h=o0,1,2...).

(b—z1s —a)f15|[Pr(a)2ds

2.  reste a trouver les inconnues @y, @, «vvy @ppy.
On connait d’abord, par les relations (3), les diffé-

rences
AL

(11) Aphp) — Afp = ————
t =0 =24 Nz, —a)

(k=1,2,...,n)

Pour achever la détermination des ay, il faut recourir
a I'une des équations (1). En choisissant, pour plus de
simplicité, la premiére (A =o0),0n a

b

‘ [ olr)dr =(b—a)da,
(12) ¢ Ya
' _ A1 A?. A"

b—a,  b—x, T b—x,
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(.15)

(16)
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Cette équation fera connaitre a,y, et 'on trouve ensuite

tous les a; 4 Paide de (r1).

Des combinaisons ¢t réductions faciles fournissent,

du reste, les formules suivantes :

| (6 —@)la—/a)]

b
/ A
— — ' A _
| = e—mrmar— 2o -
b — a)|[arr1— f(xr)] \
xh
=——[ (x — a)fl(z)dr
A, A2 ) Ak
+b——.r, b—rz+"'TZ—zk (hk=1,2,..
b
+f (b—2x) f(x)Ux
xx
_ A/.+l Aﬂ+’. _ _ An
\ Ap1— Q@ Afyz— A Lp—a !
(b'—a)lf(b)_an+1]
b
‘ _ ’ Ay A,
__'K (x——a)f(z)d.p—m—b—_—;z—...w
[ (b—a)| flxr)— ax]
ry
= f (z —a)f(x)dr
Y ¢ S V
b—x b — b—xp—q ) (h=1,2,..
b
— (b—z)f(x)dx
I
Ak Alc-H -+ - An
\ Tp—a Zfr1— @ o Tp—a

L),

NV

3. Le probléme proposé est aiusi résolu compléte-
ment; il nous reste seulement a démontrer que les

constanles @, @ay oo vy dpyy SONL compriscs respective
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ment dans les intervalles formés par
Sla)y, flz), flz2), ... fizn), f(D).
Remarquons d’abord qu’on a évidemment (11)
g, az<...<ap<ap+1-
‘usuite nous obscrvons que l’équation qui nous a servi
de point de départ peut s’écrire
b b
/ J(x)Gop(r)dr = [ () Gy (x) dz,

a ta

en désignant par ¢(x) une fonction discontinue, non
déeroissante, délinie de la maniére suivante :

o(z)=ay pour a lx<axy,

\ o(r)=da, vl r<ax<xy,

(17) I e P e e ,

' ?(‘T):an » Tp— &< Ty
’{’(T)=(’11+I » z, <z <b.

On a, par conséquent,
b
[ [f(r)—o(x)]axtdr =0 (hk=o,1,2,...,2n).
a
On en conclut que la diflérence

Sfla)—o(x)

doit changer de signe au moins 27 + 1 fois dans Vinter-
valle (a, D).

Fn cflet, si Pon suppose que le nombre £ des change-
ments de signe soit inféricur a 2n + 1, done

lZan,
et que ces changements de signe se produisent pour

r = Xj. r=1\,, x = X,
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il est clair qu’en posant
G(z)= (2 —X;)(z — Xg)...(x —X;),

la fonction
[flz)—o(z)] G(x)

aurait un signe constant dans Pintervalle (a, b). Or,
G (x) étant un polynéme de degré o n au plus, on doit
avoir
b

[ 1/r) (@) Gla) do =o,

Ja
ce qui est impossible. La supposition /<27 est donc
inadmissible et

Sf(x)—z=(x)

doit changer de signe au moins o1 -4 1 fois dans 'in-
tervalle (a, b). Or, si 'on construit les lignes

v =flx).

= '-?(1‘)7

et qu'on sc rappelle que f(x) est non déeroissant, on
voit immédiatement que / ne peut pas étre supérieur
a 2n+1 et quon a, par conséquent, [ =an+1; en-
suite, il est clair qu’on a nécessairement

‘ Sla)y<o(a),
(18) co(xr—) < f(x) <g(xr+¢) (A=1.2....,n)
( o (b) < fLb).

¢ élant une quantité positive suffisamment petite. Or
ces inégalités expriment précisément la propriété qu’il
s’agissait de démontrer.

4. D’aprés cc qu’on vient de voir, les premiers
membres des formules (13), (14), (15) et (16) sont posi-
tifs. On peut démontrer aussi directement que les se-
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conds membres sont positifs. C'est la une conséquence

immédiate des indgalités

.y
[ |
a k=1,2,...,n+1),
> A, o AQ 4 " ‘A,._*1 s( <y )
0y b—axy b—xy T b— x4
(19) -
(¢ —a)f(z)d |
ﬂ< A, . A, . A s(/f=l,'z,...,n);
b—ax, " b—ux, "'+b—.7'/:/
/ 13
[ o=y
Iy k=1,2 n),
S he (e
(20) Zp—a Th+1— Q Tp— a
b \

(b—=)f(x)dx
A A L pE=ona .
kit _DEE

ZThr1—a Tly2—a Tr,—a

(On doit prendre xry = a, x,,, = b dans ces formules).
On peut les établir de la manicre suivante. Soit

(21) m(ar)= [ (x —a)f(xr)dr,

m () sera une fonction non décroissante ¢t m(a) = o.
Délinissons ensuite une scconde fonction discontinue et

non ddécroissante, ainsi qu’il suit :

w(r)=o lorsque ¢ <z < @y,
A

pE) =4 oy << o
A A

=Rt ncecn

(22)

....................... » ces e ety

(x) = ! An-t y T <lz <l

| =0 —r [ n—1 ns
A” » Ly <I<b~
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Par une intégration par parties, on trouve

b
s f (b — Y m(z)dx

(23) a
-1 VA (g — 1

( = k+1fb (b —@)+i(a — a) f(z) da,

et, d’aprés la définition méme de la fonction p(x), on

trouve

b
(b —zY+rtp(z) dx
(i)
= /x_—r-_l[Ai(b_‘Ti)k_’_ Ag(b-—.l‘g)‘-‘l—.. .+A,l(l)—.z‘,,)" ]~

En faisant attention a la formule (4), on en conclut
b
f [m@) — p(@)|(0— 2} dz =0 (k=o0,1,2, ..., 2n—1);
a

d’our il suit que la différence
m(z)— p(x)

doit changer de signe au moins 27 fois dans l'inter-
valle (@, b). Mais, d’aprés la nature de la fonetion
»(x), on voit facilement que le nombre des change-
ments de signe doit étre exactement égal a 22 et qu'on
a, en outre,

wlrp—e) < m(ag) < play+¢) (k=1,2,...,n),
wb)y<<m(b).

Or ce sont 1a précisément les inégalités (19).
Pour démontrer les inégalités (20), nous posons

b
(25) n(x):f (b—z)/(z)dz



ct
[ v(x) Ay -+ As -+ An lorsque a < x <
y = —— —_— L+ — x
ri—a xre— a r,—a q 1
A, A,
\ = ) z
() e pr— » < x < xy,
(26) ........................... . N et eiesrasen y
An
v(x) = prap— » Tp 1< x < Xp,
vir)y=o » x, < x<Db.
Les deux fonclions sont non croissantes el
n(b)y=vb)=o.
Ensuite on trouve facilement
b
\ [ (r —a)n(xr)dr
(27) o . ~ b
' =7 / (r —a)+'(b—ux)f(z)dr
\ “a
el
b
s (v —aYv(xr)dr
(28) <'a
1
' =5 [Ar(@— @)+ Ag(rg— a) +. .. — Ap(xp— a)F].

On voit par la qu’on a

b
[[n(r)—v(.r)](m—m’f(l.r:0 (k=o0,1,2,....2n —1);

d’ou il suit que la différence
n(r)—vixr)

doit changer de signe au moins 27 fois dans 1'inter-
valle (a, b). Mais, comne tout & V'heure, il est facile de
voir que le nombre des changements de signe doit étre
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cxactement égal 4 22, et qu'on a nécessairement

vWxrp+z)< n(rp)<vixp—-z=) (h=1,2, ..., n),
v(a)<n(a)

ce qui équivaut aux indgalités (20).



