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NOTE SUR L'INTÉGRALE f J\x)G{x)dx-
J a

PAR M. T.-J. STIELTJES.

L'objet de cette Note est la démonstration de la pro-
position suivante :

Soit f(x) une fonction non décroissante entre les
limites x = a et x = b (a<^b). Alors il est toujours
possible de déterminer n constantes xi9 x>>, . . ., xn

• < X,l-\ < Xn < 6,

et n -+- i constantes aM <72, . . ., a/n an+{ qui sont com-
prises respectivement dans les n -H i intervalles formés
par les n -\- i quantités

/(a),

de telle façon qu on ait

/ f{x)G2n(x)dx
Ja

= at I Oïn(x) dx -+- a2 f G2n(x)dx
J<i Jx,

H- «3 ƒ G2fl(x)dx-{-...

in I G2n(x) dx -h an+i I Cj.2n(x)dx%-h an

G2n(x) étant un polynôme quelconque en x du degré
'À n au plus,

1. La détermination des constantes x^ a^ est évi-
demment un problème déterminé, car les conditions
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imposées fournissent m 4- 1 relations entre ces incon-
nues. Pour les écrire, nous pouvons prendre

Gm(x) = (x — a)k

<m faisant
A = o, 1, 'i, . . . , 'x 11.

Il \ient ainsi

/ rb

i {k -+• \) j (x — a)kf(x) dx 1

\ "_ _ ,̂  fa, )(*•.-

— (Ö^-M — an)(xn— a / i + 1 4 - an+i(b — a)k~^x

Remplaçons dans cette relation À' par À' 4- 1 et retran-
chons les deux équations, après avoir multiplié la pre-
mière par b — a ; on aura

r° \
I Ub — a )( k -r-1-)

J., i
— (Je -f- 'À)(X — a)](x — a)kf(x) dx F

( A - = o , i , - > , < > n — 1 ).
1

( (Z3 Ct.i)(b Xy )( X-2 Ö )̂̂ '"4

— ( ««•+ \—ctn)(b — xn){xn— a )*+i

Pour simplifier, nous posons

( '3) ( ^ A - H Î — a h ) ( 6 — ^ / , ) ( ^ A - — a ) = A / , ( £ = 1, 2 /? ).

et nous remarquons que

ƒ[(b — a) ( /1 — 1 ) — ( A' -H '*X./* — a )](x — a)k ƒ (x) dx
= ( b — .r )̂ .r — ay^l/(x)—f(b — x)( x — a V^lf'(x) dx.

Les relations (2) peuvent donc s'écrire

/ ( b — x)(x — a )/i + ]/'( x) dx (
? '? n — T )

-= A, (xx — a)k4- A 2 (x 2 — n )k-\-,..-i- A„ (xn — <
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et il est clair par là qu'on aura

rb

I (b-x)(x-a)f{x)G,n-1(x)dx
(4) Ja

(J-O/*_4 (•**) étant un polynôme quelconque en x du de-
gré in — i au plus. On reconnaît maintenant que la
détermination de xK, ,r2, ..., xn, A<, A2, . . . , An

revient à la solution d'un problème bien connu. On sait
que Xi, Xo, . . . , ocn sont les racines de l'équation

(5) P,i(ar) = ^ - i - c 1 ^ - 1 - f - . . . = o,

P/j(.r) étant le dénominateur du degré n d'une des ré-
duites de la fraction continue

(f dz
X Z

,-z)(z-a)f(z)j

v-
( 6 )

x — a2 —

Ces racines sont réelles, inégales et comprises dans l'in-
tervalle (a, Z>), et nous pouvons supposer

.<.xn< b.

On connaît aussi l'expression des constantes A A qui sont
positives. En posant

<}„(*)= ƒ \ b - z)(z- a )f(z) Vn(x)-V"(Z)dz,

y!-f—T est une des réduites de la fraction continue, et

l'on a

On peut encore se servir de la formule suivante qui
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n'exige pas la connaissance du numérateur

(7) A t= > ; > ; ; a = . , a , . . . . « ) .

Les constantes Â , â  qui iipurent claus la fraction con-
tinue et les polynômes l?/x(x) se calculent de proche en
pioche par les relations

Pi = x — a0,

^ ƒ (^-^)(^ — a)f(z)dz

b

j (b — zUz — cDfiz

I ib — z n z — a)j'(z) z [ V L(z)Y dz
(\O) CLk= —— ( X = O , I , 1 . . . ) .

(b — z){z — a)f'(z)\\)/l(z)Y dz

2. 11 reste à trouver les inconnues a^ a2, . . . , n/l+i.
On connaît d'abord, parles relations (3) , les diffé-

rences

l)our achever la détermination des a^ il faut recourir
à Tune des équations (i). En choisissant, pour plus de
simplicité, la première (À = o), on a

i / o ( JT) dx = {b — a )an+i

" " j " ' _ _A, A f ^ A .
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Cette équation fera connaître an+ K, et l'on trouve ensuite
tous les a^ à l'aide de (i i).

Des combinaisons et réductions faciles fournissent,
du reste, les formules suivantes :

c i ) | = jf {h-x)nx)dx--L±--

'?— a)[ak+x—f(xk)}

= - f \x-a)f\x)dx

xn—a

6 — j ! b — x2 '" b

1 {b — x)f\x)\lx

= I , 2 , . . . , / l ) ,

— a /

(16)

= (x — a)f(x)dx-

(b-a)\f(x/c)-a/c]

= f \x-a)f\x)dx

b — x.2 b — xn

A, A2 A/- -,
b — xt b — x2 ' ' ' b — Xk-i f ( L = i, 2, . - ., ,

6 — x)f\x)dx

AA- A^/c-Hi . , A-n

xn—a!

3. Le problème proposé est ainsi résolu complète-
ment; il nous reste seulement à démontrer que les
constantes a^flo, . . . , an+i sont comprises respective



ment dans les intervalles formés par

f(a)t /Oi), f(xi), . . -

Remarquons d'abord qu'on a évidemment (i i)

«1 < «2 < #3 < . . . < « „ < ö/1 + i .

Ensuite nous observons que l'équation qui nous a servi
de point de départ peut s'écrire

f f(x)Gtn(x)dx = ƒ <t(x)G2n(x)dx,
* a • n

en désignant par 'f (.r) une fonction discontinue, non
décroissante, déunie de la manière suivante :

o{x) — ai pour <7 < 57 < X\,

On a, par consé(|uent,

rb

I \f^x) — <?(•?•)] a*A djr = o (k = o , 1, 2, . . . , 2 / 1 ) .

On en conclut que la différence

f(x) — o(x)

doit changer de signe au moins 271 + 1 fois dans l'inter-
valle (<7, b).

En eifet, si l'on suppose que le nombre / des change-
ments de signe soit inférieur à 9.71 -+- i , donc

l = in,

et que ces changements de signe se produisent pour

x = Xi. x = \2 , . . . x = X/,



il est clair qu'en posant

G(a-)=(a--X 1 ) (*-X 2 ) . . .U —X/),

la fonction
lf(x)-o(x)]G(x)

aurait un signe constant dans l'intervalle (rt, b). Or,
G (a:) étant un polynôme de degré (> n au plus, on doit
avoir

r

f
= o,

ce qui est impossible. La supposition ISin est donc
inadmissible et

doit changer de signe au moins >// -f- 1 fois dans l'in-

tervalle (a, b). Or, si l'on construit les lignes

r —/(.r),

et qu'on se rappelle q\w J\JT) est non décroissant, on

voit immédiatement qur / ne peut pas être supérieur

a 2«-j-i et qu'on a, par conséquent, / = 2 » + i; en-

suite, il est clair qu'on a nécessairement

l f(a)<o(a),

(18) ' o ^ - i X M X s f n ^ O (A = 1,9. ...,/i),

z étant une quantité positive suffisamment petite. Or
ces inégalités expriment précisément la propriété qu'il
s'agissait de démontrer.
ces inégalités expr

s'agissait de démontrer

4. D'après ce qu'on vient de voir, les premiers

membres des formules (i3), (M)? 05) et (16) sont posi-

tifs. On peut démontrer aussi directement que les se-
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conds membres sont positifs. C'est là une conséquence
immédiate des inégalités

f \x-a)f(x)dx

6 — xi b — x2

r Xk

I (x — a)f'(x)dx
*J a

A- = 1 , 2 ,

(20)

\ 7 ^^ 7 -r-. . .-T- y \
O — Xi O — Xi O — X/c i

f (b-x)f(x)dx

' Xk— a

I {b—x)f\x)dx

A A
>

An
xn—a

= 1,2,

(A' = 0 , 1 , 2 , . . . , / ! ) .

(On doit prendre x0 = «, .TW+1 = /; dans ces formules).
On peut les établir de la manière suivante. Soit

(21) m(jr) =

m (x) sera UIK* fonction non décroissante et m (a) = o.
Déunissons ensuite une seconde fonction discontinue et
non décroissante, ainsi qu'il suit :

[i(x) = o lorsque a

A\
b-x{

(22)

7,t < vT < b.



Par une intégration par parties, on trouve

. b\s:(b — xY m(x) dx

et, d'après la définition même de la fonction [^(^)5 on
trouv e

\ f (b — a?)*+i \x(x)dx

-... + An(b - Xn^ \.

En faisant attention à la formule (4), on en conclut

rh

I [m(x)—[k(x)](b — x)k dx = o (/c = 0,1,2, . . . , a n — 1 ) ;

d'où il suit que la différence

m(x)— ±L(X)

doit changer de signe au moins in fois dans l'inter-
valle (a, Z>). Mais, d'après la nature de la fonction
jji(.r), on voit facilement que le nombre des change-
ments de signe doit être exactement égal à 2« et qu'on
a, en outre,

— £ ) < m(xk)< \x(xK-^z) (k = 1, 2, . . . , / i ) ,

Or ce sont là précisément les inégalités (19).
Pour démontrer les inégalités (20), nous posons

rb

(25) n{x)= / (b-x)f\x)dx
J a



(26)

( l 7 ° )
et

Ai A* A»
v ( x ) = H -f- . . . H lorsque a < x < a?i,

a-*!—a a?2— a %n—a

, A 2 An
v ( x ) — •—~. . • —f— • *> CI 1

x-2 — <7 .r„ — a

1
V ( X ) = O »

Les deux fonctions sont non croissantes et

n(b) = -j{b) = o.

Ensuite; on trouve facilement

l l {x—a)kn{x)dx

et

( / ( .7- — a )k v ( x ) d.r
• a

) = j - ^ — - [Al{xl — rt)A>-+- A2(.r2— «/'-f-. . .— Xn(xn— a)k].

On voit par là qu'on a

[ il (x) — v (x)] (x — a)lc dx = o {k = o , 1 , 2 , . . . . 2 / 1 — 1 ) ;

d'où il suit que la différence

n(x) — v(x)

doit changer de signe au moins in fois dans l'inter-
valle (a, fe). Mais, comme tout à l'heure, il est facile de
voir que le nombre des changements de signe doit être
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exactement égal à in, et qu'on a nécessairement

< v ( i T / . — S) ( / - = I , '2, . . . , 71 ),

v ( a ) <

ce qui équivaut aux inégalités (20).


