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SUR LA COURBURE DES CONIQUES;
Par M. E. CESARO.

1. Soient, par rapport ala tangente et a la normale en
un point M d’une ligne quelconque, o ¢t 3 les coordon-
nées d'un point fixe O, centre d’une conique oscula-
trice, en M, a la ligne considérée. L’équation de la
conique est de la forme

(1) A(r—a+2C(r—a)(y—8)+B(r—>F)=r1,

ct Pimmobilité de O est exprimée par les égalités

) T e as T

o B—0s 7
Ditférentions (1) deux fois de suite; puis, pour expri-
mer Posculation avec la ligne fondamentale, supposons

’ "

xr = 0. ¥ =0, y'=o, Y= .

On détermine ainsi les coellicients A, B, C, ct ’on voit
que 'équation de la conique osculatrice est

3) CBr ey =3y 08 —y)

2. Pour chercher I'enveloppe de cette conique, diffé-
-



((153)

rentions I'équation (3) en supposant

dr _y—p dy x
ds T o ds o

ct en tenant compte de (2). 11 vient

(N y(z(s—,m(p:’{msz)zu.
Si

. do o

() 27:——— g?

Iéquation (4)est vérifiée identiquement, ct, par suite,
la ligne fondamentale comncide avee la conique oscula-
trice. Il en résulte que P'équation (3) caractérise les
coviques. Elle nous dit que, pour avoir le deuxiéme
centre de courbure, N, en un point M d’une conique, il
faut d’abord chercher le point P, ot le diametre OM ren-
contre la normale ala développée. Cela étant, le segment
PN est partagé par le premier centre de courbure dans
le rapport de 1 a 3.

3. La derniére propriété nous présente les coniques
comme appartenant a une classe, tres étendue, de courbes.
II suflit de se demander quelles sont les lignes, pour les-
quelles le deuxiéme centre de courbure se construit
comme précédemment, sauf que le segment PN doit ¢étre
partagé par le premier centre de courbure dans le rapport
de 1 am. On doit écrire, au licu de (35),

do
6 —+ =
(6) s m
puis, en vertu de (2),
ds mo

0 ' Sl =o0.

ds 8 ds
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d’ou 'on déduit

- — /‘.
(7) F=gu
Dés lors, une des équations (2) devient, pour m>1,
k4B vod &
T Bmods T m—1 ds gm-1’
) )

D’autre part, les mémes équations donnent

dx dp
— Bt ra=
ds ds
d’ou, par intégration,
; ok ,
(3) o2 — 32+ gIAm = A

m—i

Dar éliminati ) 8 entre les é i (
Par élimination de 2, 3 entre les équations (6), (7),
.« dp .

» 4 p, ——» respectivement,
s Y7 ds

on voit que les développées premiéres des courbes dont

o

(8), et par substitution de s,

il s’agit sont représentées par I'équation intrinséque géné-

rale
o2 et
g=msyY As” =+~ Bs "—r.
En particulier, pour m = —1, on obtient les lignes cy-
cloidales.

Le cas ou A'= 0, cc qui entraine A = o, est fort
important : on obtient alors les spirales sinusoides, dont
nous parlerons dans un prochain article. Le paramétre
m sullit, en général, pour caractériser une famille de
courbes; mais il convient de remarquer qu'il y a des
exceptions, en nombre restreint. Une épicycloide répond

1 .
aux valeurs m = —1 ctm e Cela s’explique par

la possibilité de T'existence de deux points dillérents,
jouant le role du point O. C’est ainsi que la parabole
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admet, comme toute conique, le parametre 3, lorsque le
point O est a I'infini, sur I'axe ; mais clle admet égale-

ment le paramétre — 3, lorsque le point O est le foyer.

4. Pour les coniques, la détermination de &k et A’ se
fait aisément en fonction des longucurs @ ct b des demi-
axes. En eflet, lorsque la normale passe par le centre, clle
coincide avee un axe, et, par suite, si 2 = o, ondoit avoir
B =a oup=>0. Sil'onporte ces hypothéses dans la rela-
tion (8), en supposant m = 3, on obticnt

(9) k= a?b2, L= a2+ b2

Done, cn tenant compte de (7) et de (8), on voit que
les longueurs des axes de la conique osculatrice 4 une
ligne quelconque sont données par les équations

(10) a2br= (335, a4+ D= a2+ 32 B,

11 est clair que celles-ci ne cessent de subsister lorsque
le point O est mobile dans Ie plan. Les derniéres équa-
tions peuvent donc servir a résoudre toute question con-
cernant les séries de coniques, (ui osculent une ligne
queleonque en tous ses points. Quant aux équations (2).
clles subsistent seulement dans le cas particulicr ou les
coniques considérées ont méme centre. Dans d’autres cas
particuliers, on doit chercher, avant tout, les relations
qu’il faut substituer aux équations (2). Ainsi, par
exemple, si Von veut considérer une séric de coniques
égales, on doit diflérentier les équations (10), en y sup—
posant @ ¢t b constants, ct en tenant compte de (5).

3. On interpréte aisément les équations (10). La
premiére donne lieu i tous les théorémes connus sur la
courbure des coniques. La seconde nous dit que, si da
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milicu du rayon de courbure, comme centre, on déerit
la circonférence qui passe par le symétrique du centre
de la courbe, relativement a la tangente, on détermine
sur cetle droite un segment constant. Ce segment est nul
pour les hyperboles équilateres. Une propriété semblable
appaitient a toutes les courbes définies par I'équation
(6). En effet, I'équation (8) prend, en vertu de (7), la
forme

52

5 2 52
%2 (( -+ i = ! L.
- \P m—1 (/n—l)-’-r~

6. En particulier, pour = —1, on voit que la cir-
conférence ayant pour centre le milieu d’un rayon de
courbure d'une ligne cycloidale, et passant par le centre
du cercle directeur, découpe sur la tangente une corde de
longucul‘ constante. On peut u‘ioutcr que cette corde est
¢gale au diamétre du cercle directeur. En effet, la déter-
mination des constantes A, A’ se fait aisément en obscr-
vant que 'ona 2 = R, % = o, aux points de rebrousse-
ment, ct 2 = 0, 3 = R + 2r, aux sommets de la courbe:
R ct 7 sont les rayons du cerele directeur et du cercle
roulant. On trouve ainsi, au licu de (8),

2 2
2 f2

1) * ' =
t RET (R

Cela prouve que, aux yeux d’un mobile parcourant
une ligne cycloidale, le centre du cerele divecteur semble
s¢ mouvoir sur unc ellipse. Cela ¢tant, 'équation (7)
donne

(12) ﬁ—_—( ‘. @

ct Ton en déduit, en vertu de la premicre des équa-
tions (2).
R2

(131 ;:FT(T{:T).».
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puis, par substitution dans (r1),
(R4-27)202 4+ R2s2=1672(R + )2
C’est P'équation intrinseque de la ligne cycloidale.
7. Revenons aux coniques. Si I'on porte les valeurs
(9) dans 'égalité (8), en supposant m =3, on obtient
(14) (a2 — B2y (p2—0%) = 2232,

Clest I'équation de la courbe que le centre semble dé-
crire, aux yeux d’un mobile parcourant la conique (1).
Cetle équation permet d’éerive

52 12 = o8 tangs, at— 82=2a% cots,
: 7

et P'on reconnaitsans peine que g représente l'inclinaison
de la tangente sur le grand axe. On wouve aussi

[ S S, a 2 [F P} P
223 = c*sin-o, A7 —- P P30 = €208 20,

ou 2creprésente la distance focale. En tenant compte de
(2), ces équations montrent que, sil’on pose, pour abré-

ser,
ds
(15 slhe =% =% — 3,
) * s
on a
et . b
a —- = Kc cos?o, O -° = We¢<in? 26,
s L s
de R do I K
— = Kecosoo, i =— - — —inno.
ds : ds 2 ¢

8. On peut appliquer ces formules a la recherche des

lignes déevites par les foyers. Les coordonnées d’un fover

(*) On supposc, bien entendu, que le mobile se rende compte de
la courbure dela trajecloire, ce qui, en rdéalité, v’arrive pas. On peut
dire aussi que I’équation considérée représente le licu des centres des
coniques ¢gales, touchant unc droite donnée en un point donné.
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sont

L= % 0008, Y =g+ csing,

ct Pon trouve, par les moyens habituels, que leurs varia-
tions absolues dans le plan sontdonnées parles formules

o . oy ..

X = K cosw, 2 — _ Ksins

s i ds L
Donc la tangente au lieu d'un foyer ct le grand axe
sont é¢galement inclinés sur la tangente a la courbe. On
voit aussi que le rapport des ares élémentaires des deux
courbes est précisément la fonction K, délinie par (15),
de sorte que

(16) so= f K ds.
“nfin, le rayon de courbure est donné par

(17) ' 1 af
17 - = -+ -
‘ 200 ho I

Les ¢quations (16) et (17) conduisent, dans chaque cas
particulier, a équation intrinséque du licu des foyers.
On a une application simple de ces formules en consi-
dérant les coniques osculatrices a une ligne cycloidale,
ct concentriques au cercle divecteur. I faut employer,
dans ce cas, les formules (12) et (13).

9. Nous avons vu que le rayon de courbure d’une
conique est donné parla formule

azh?

4 =
v X
:'s

L’élimination de 2, 3, entre cette équation et les équa-
tons (3, (14}, donne

RN | B N



(139 )

L’équation intrinséque d'unc développée de conique

=/ ()= L= 2)')

En particulicr, on a

est done

f=s\/ (1) .

pour la développée d’une hyperbole équilatére, er

=/ (1) -

pour la développée d'une parabole.

10. La méthode précédente est facilement applicable
a 'éGiude de la courbure d'une ligne quelconque. On
généralise, par exemple, les résuliats qui précedent, en
¢éudiant les lignes représentées, en coordonnées carté-

siennes, par I’équation

2,

Azm—4-oCr 4 Bym=n.

“l
W

On trouve que la courbure varie en raison directe de
la (m — 2)"¢ puissance de la distance de Porigine a la
normale, et de la (m —+ 1)**™® puissance de la distance de
I’origine a la tangente. Des résultats d’une plus grande
généralité peuvenl éure obtenus, en considérant une
équation cartésienne quelconque, renfermant trois arbi-

traires.



