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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE
AU CONCOURS GENERAL DE 1886;

Par M. E. MARCHAND.

Professem de Mathématiques spéerales an Lycée de Caen.

10 Etant donnés une surface du second ordre S et
deux points . B. on mene par le point B une sécante
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qui rencontre la surface S aux points C, €' et le plan
polaire du point A au point D,

Soient M et M’ les points oiv la droite AD rencontre
les plans qui touchent la surface S aux points C et C'.

La sécante BD tournant autour du point B, on de-
mande le liew décrit par les points M et M'.

2° Ce lieu se compose de deux surfaces du second
ordre, dont l'une est indépendante de la position oc-
cupée par le point B dans Uespace, et dont l’autre T
dépend de la position de ce point.

Chercher ce que devient la surface = quand, dans la
construction qui donne les points de cette surface, on
fait jouer au point A leréle du point B, et inversement.

3° Le point A restant fixe, déterminer les positions
occupées par le point B quand la surface T n’a pas un
cenire unique & distance finie.

Remarques préliminaires. — FEtant donnés deux
points A (=, 3,7, 8), B(&, 4, ¢, §), on sait que, pour tout
point M, (x,,1 4, 34, #,) de la droite AB, on a

ry = ha'— pi, V1= A3 — pr,
Sp== Ay — L. 1= A8 — ph.

Si M, comcide avee un des points de rencontre de la
droite AB avee une surface du second ordre S dont
I’équation est

(S) Slx.y,z5,1) = o,
7 ’ ’ .
el qu'on pose, pour abréger I'dcriture,

L) =3 e fam g fb o 35+ 1)
—3(afe =Bfy —ft —03S7),

le plan tangent en M, a la surface S sera défini par

|riz] = o. [ryr ] =o.
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ou encorc par
Hax|—ultz]=o. 22[ax] — 2 A 5] + p2[E] = o.
Eliminant % et p entre ces deux derniéres équations, on
obtiendra I’équation du systéme des deux plans tan-
gents menés a S par les points P, Q ou cette quadrique
est rencontrée par AB,

[ax][§r)P—2[ag][Ex ][22 ]+ [E][2x]2= o.

1. Je désigne par les lettres suivantes les coordonnées
des diflérents points qui ont & intervenir dans la solu-
tion

‘\(1) p' !(7;)7 B(E.T‘,:,O), D('Th.yh:’ly fl); :“(xa_ya:ﬁl)'

L’équation des plans tangents menés a S par les
points C et € ou elle est rencontrée par B est

) [z [z — 2]z g [Ex][z12] + [EE] [z 2 ]2= o.
Le point D étant dans le plan polaire de A, on a
(2) far ) =o.

Enfin, les wois points A, D, M étant en ligne droite.

‘ ry=Ar— pa,
(5 Voyi=oy —ug.
( s =hz — uy,

Hy=Al — us.

Remplacant, dans (1) et (2), les coordonnées xy, y,,
Z¢y Ly de D par leurs expressions (3) et éliminant en-
suite les paramétres 7, w, on aura P'équation du lieu
géométrique cherché.

On obtient. a simple vue,

’

\

(2 bis) [7ir] -2 rr]—ular] = o,

Vg )\[Erl——-;L{zEl =o0.

|11',|—*7\[1‘x]__:,“11] _

|
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Tenant compte de ces premiéres identitds,

[z12y] = \e[zx] — 2) plaz] + p2[az] )
= 7;3)\[xx]— plaa]i— yz)\[ax] — p[aa]) = Az 2]

I’équation (1) devient

(bis) [e2]{A[Ezl— 252 ][t2] + [E][@:z]] = o.

2. Le lieu se compose donc de deux surfaces.

La premiére [ x,x] = o est indépendante de la posi-
tion du point B dans l'espace. Remplagant x, par sa
valeur (3) en fonction de A, p et tirant de (2 bis) les va-
leurs proportionnelles de %, u, il vient

[212] =[] [22] — [2z]:=o.

C’est le cone circonscrit a S de sommet A.
Pour la seconde surface X, on a d’abord
) [&lz1z] —2[izs][Ex] + A[Ez]*= o,
puis
(Ellmz] —2A[Ez2+2p[82]{iz] + Mix] =o.

Finalement on trouve
() [E|[xllea] — [2a]} — [a2][E2)2+ 2[28][E2][22] = o.

On voit immédiatement que le cone circonscrit a S de
sommet A est coupé par X suivant deux courbes plancs
situées dans les plans

sr][22][t2] — 2[25 ][22]] = o.

Le premier plan [Ex] = o est le plan polaire de B; le

second passe par l'intersection du plan polaire de A et

du plan polaire de B, c’est-a-dire par la droite P'Q’ po-

laire conjuguée de la droite AB par rapport a S. Pour

définir ce plan avec plus de précision, je vais montrer

qu'’il appartient & un faisceau harmonique dans lequel
Ann. de Mathemat., 3° série, t. VII (Janvicr 1888). 2
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on connait d’avance trois plans. En effet, si I’on introduit
le plan P/(Y A qui a pour équation

ax]|Ez] —[25]|22] =0,
on a quatre plans passant par Q)

IEZ‘]:O, lET]—‘ZI\[l.T]:O

—_

a

v

]

|2e]=o0, [tz] — K[ax])= o, K= ’

o

[aa

ct donnant comme rapport anharmonique

r — 0 K—o
- i =—1.
z—9oK K —2k

On peut éerire ainsi I'équation de =
(1) [eEE [er] = [ |22 — 2[«E] [2 2] [ 2] + [22] [ 2]2.

SiTon fait jouer au point A le role du point B, el inver-
sement, I'équation de I ne change pas.

Ce résultat remarquable permet d’affirmer, sans nou-
veau caleul, que le cone de sommet B circonserit a S est
coupé par I suivant deux courbes planes dont I'une est
dans le plan polaire de A, Vautre dans un plan facile a
détinir par les propriéiés des faisccaux harmoniques.
La surface ¥ est définie surabondamment, au point de
vue géométrique, par ces qualre sections planes qui pas-
sent par une méme droite P’ (}'.

Reprenant Péquation de 2 sous la forme (4), je vois
que le premier membre égalé a zéro donne la surface S;
le sccond membre égalé a zéro représente le systéme des
deux plans tangents menés 4 la surface S par les points
P et Q ou elle est rencontrée par AB.

Donc ¥ passe par le quadrilatére gauche déterminé
par les quatre génératrices de S qui passent en P et Q.
Les diagonales PQ, P'Q)" du quadrilatéere gauche sont
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évidemment deux droites polaires conjuguées par rapport
aSeta S Sidonc on divise harmoniquement le seg-
ment PQ d’une part. le segment P'Q’ d’autre part, on
aura uatre points qui scront les quatre sommets d’un
tétraédre conjugué par rapport aux deux surfaces : par
suite, S ¢t $ admettent une infinité de tétraédres con-
jugués communs. On sail que, en ne considérant, bien
entendu, que le cas des points A et B réels, une qua-
drique non réglée (ellipsoide, hyperboloide a deux
nappes, paraboloide elliptique) est telle que de deux
droites conjuguées I'une rencontre en deux points réels,
I’autre en deux points imaginaires; pour une quadrique
réglée ou complétement imaginaire (cllipsoide imagi-
naire, hyperboloide a une nappe, paraboloide hyperbo-
lique), les quatre points de rencontre P, Q, P/, (' sont
tous réels ou tous imaginaires. H en résulte que les
surfaces S et Tsont simultanément réglées ou nonréglées;
en particulier, si T devient un paraboloide, ce parabo-
loide scra hyperbolique ou elliptique suivant que S sera
réglée ou non.

Mais il reste a résoudre cette question. Toutes les
surfaces T ont, avec S, un quadrilatére gauche commun;
ne peut-on pas affirmer que, réciproquement, toute qua-
drique ayant un quadrilatére gauche commun avec S
soit susceptible du mode de génération des surfaces 27
Afin de traiter plus facilement cette question, je pren-
drai comme tétraédre de référence un tétraédre conju-
gué par rapport a S et ayant deux de ses sommets sur
AB, ce qui suppose naturellement que S soit une surface
sans point double, et que AB ne soit pas tangente 8 S:

(8) azr?+byr+ cz2+ dt2= o,

1:3:0, E=7):0'

On obtient, par des réductions faciles, cette nouvelle
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équation dc¢ 2
(5) [aa][E:](az?+ by?) + [at]?(c2?+4- dt?) = o,
[az] = cy2+dc?, [£2] = c 2+ d0?, [25] = cy{ + d3b.
Ce résultat nouveau est de la forme
: [«5]?
(5) T+ 2T =o, A= m)
T = o représentant le systéme des deux plans tangents
menés & S par AB; T'=o, le systéme des deux plans
tangents menés a S aux points de rencontre avec AB. Si
doncon démontre que le paramétre X peut prendre toutes
les valeurs imaginables, I’équation (5) de 2 représentera
bien un faisccau de quadriques passant par quatre gé-
nératrices de S qui ne sont d’ailleurs assujetties qu’a la
condition de former un quadrilatére gauche.

Or on sait (Lecons sur la Géométrie, par A. CLEBscH,
t. I, p. 93) que, si la droite AB rencontre en P et Q la
surface S et qu'on désigne par p le rapport anharmo-
nique formé par les points A, B avec les points P, Q,
on a

(p+1plax][ 8] — 4[«t]p = 0.
Méme cn laissant A fixe, on pourrait disposer de B

: s (p)?
de maniére que p et, par suite, A= T

aient une
valeur choisie d'avance. Mais il est bien remarquable
qu’on retrouve la méme surface = toutes les fois que les
points A et B, restant sur une droite fixe PQ, se dépla-
cent de maniére a donner constamment le méme rapport
anharmonique avec les points P et Q d’intersection de
la droite fixe avec S.

En résumé, toute surface du second ordre ayant un
quadrilatére gauche commun avec S est susceptible, et
cela d’une infinité de maniéres, du mode de génération
indiqué par I’énoncé du probléme. Les points A et B
doivent é&tre pris sur une des diagonales du quadrilatére
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gauche de maniére a former avec les deux sommets si-
tués sur cette diagonale un certain rapport anharmo-
nique.

3. Sila surface T n’a pas un centre unique a distance
finie, elle est 1angente au plan de I'infini. Pour résoudre
le probléme proposé, je vais d’abord former 1'équation
tangentielle de X, puis j'exprimerai que le plan de I'in-
fini vérifie cette équation tangentielle.

L’équation de X peut s'écrire
(4) E=l[zzx]+ maz]t+2nfax][tz]+ 2[Ex]2=0,

(5) I=[ax][E], m=—[8), n=[at], h=—[az].

Par conséquent,

0% 0 ,
_xELl£ +ml[az]lfi

+ nilaz]ift+ [Ee]dfa] + R[E2] LA
Posant, pour abréger,
ma-+nE=x, mB+nn=y, my-+nl{=z, md+nd
na+ht=wy, nB4+hn=y, ny+h{=23, nd+hd
il vient
1 0%

1SR T PP R Y 3

Désignant par u, v, w, p les coordonnées d’'un plan
tangent a z, on sait qu’on aura les équations

{(Az+By+DBs5+Ct)+1frlaz]l+1f [Ez]+du =o,
{(B'z+Ay+Bs+Ct)+1Lf [az]+ ! f, [ 2] +dv =0,
I(Bx+By +ANs+Ct)+Lf [az]+L1f [Ex]+hw=0,
UC 2+ Cy+Cs+Dt)+4Lf [ax]-Lf tx]+2p =0,
Yaw - 3 fiy + 1 fys+ifit—[az] =0,
e Sy i fis Lt —Er] = o,
UX 0y + W5+ pt=o0.

=1y,

=1y,
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e 1. r .
Considérant x, y, z, £, [2x], [cx] et X comme des in-
connues distinctes, on a scpt égnations linéaires homo-

génes & sept inconnues, d’ou I'équation tangenticlle
A
B

(7)

B
G

’

2/

u

B
A’
B

c’
b
Y

4

B

B

7"
e
Y
1

w

Posant, pour abréger,

IC 3fe 3fe u

A VI VA

wr L e o w

ID 3fn ufe. p|=O
ifs —t o o

1A o —1 o

p o 0

P=ux +vy +wsz -+ pt,
Pi=uxri+ oy + wz -+ pty,
1)25 UTy—+ VYot C¥’~'2+Pt2,

on obtient d’abord, en tenant compte de (5) et de (6),

BII

2/B

3/7

B’
AI
B

CI

v

B
B
AII
p

Ly

2 f

w

1
5

G

I
ar
D

Js

L
2J9

p

o o u
[} o (4
0 0 w

0 o P =0
—[a5]2 0 0
0 — 1252 o
— Py — P o

Supprimant le facteur £ ct posant

Po=ua+ o3+ wy+ pg,

on obtient facilement

A
B’
B’
C
o

(8]

B
A’
B
o
0
o

¢

B’
B

C
I
C”
D

0

Pr=uf—+~vy+wl+ ph,

o o u

o 0 v

o o w

o o P =o0
—[€]? o — Py

o — o] — P
— — 1y o
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Les colonnes 5 et 6 contenant beaucoup de zéros, il est
naturel de développer suivant les éléments de ces deux
colonnes, par la régle de Laplace. On trouve trés facile-
ment que, si 'on désigne par H le hessien de la sur-
face S, et par ©(u, v, w, p) le déterminant qui, égalé a
zéro, donne I'équation tangenticlle de S, on obtient,
aprés suppression de [2£]2, Pexpression

(8) [2€)2 5 (u, 0, ., p) + H(P Py—+ Py Pz) = 0.
Mais, d’aprés (6),

Pi=—[8]Py+[af]Ps,  Pr=[af]Py— [a2]Pz
et I'équation tangentielle de T devient définitivement

() [&E]2 o(u, 0,0, p)
: + 1 — [E£]Py+ 2[ 2| PuPy— [22] P} | = 0.

Pour déterminer, le point A restant fixe, les positions
occupées par le point B quand la surface T reste tangente
a un plan fixe, il suffit de considérer, dans (9), u, ¢, w,
p comme des constantes, ct d’y faire £ = . Il vient

HPi[zx]= (v, w, p)[ax]?

(964 4+ 2Py [az]P,— H[ax]P2.

Le premier membre égalé a zéro donne la surface primi-
tive S; le second membre égalé a zéro donne le systéme
des deux plans tangents menés a S par les points ou
cette surface est rencontrée par la droite qui joint le
point A au pole K du plan fixe u, v, w, p. En cllet, dé-
signant par z', y', z/, ' les coordonnées de K, on sait
que

w=1fE e=YfL w=lf p=ifi

Remplacant u, ¢, &, p pav ces valeurs et s’appuyant sur
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P'identité bien connue
A B B G .;/I/

(10) o(u,v,w.p)— o -—H[z'2'],

on obtient, en place de (9 bis), I'équation toute simple

(1) —[z2'P[er] = [#7][a2P—2[a2| [27][2'z] + [22][2'z]2.
[’analogie avec (4) est frappante. Comme plus haut,

si 'on prend

(S) ar?+byt+cs2+di*=o,

a=8=o, r=y'=o,
on obtient, sans avoir & recommencer les calculs,
(12) [a2'2(az?+ by?) + [az][2' 2" ](cs2+ de2) = o.

Alors il est inutile de reprendre ce qui a été dit a propos
de équation (5) pour déduire de (12) les conclusions
suivantes :

Toute quadrique ayant avec S un quadrilatére gauche
commun peut étre obtenue comme licu des points B, tels
que, A restant fixe, la surface T reste tangente & un cer-
tain plan donné. Il faut que le pole K du plan donné et
le point A soient situés sur unc des diagonales du qua-
drilatére gauche et forment avec les sommets correspon-
dauts un rapport anharmonique déterminé.

Revenant a ’énoncé, on peut dire que la surface lieu
des points B, tels que, A restant fixe, T n’ait pas un
centre unique a distance finie, peut coincider successi-
vement avee toutes les quadriques qui ont en commun
avec S un quadrilatére gauche dont unc diagonale passe
par le centre de la surface S.

{. Chaque surface ayant avee S un quadrilatére gauche
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commun, dont PQ, P'(} sont les diagonales, peut étre
obtenue de quatre maniéres diflérentes; on peut prendre
AetBou A et K sur PQ; on peut prendre A et Bou A
et K sur PQ)'. Si, dans chaque cas, les quatre points
situés sur la diagonale donnent naissance au méme rap-
port anharmonique, quelle relation existe-t-il entre les
(uatre surfaces particuliéres obtenues?

Pour résoudre cette question, je m’appuierai sur la
forme trés simple que prend I'équation ¥ de la polaire
réciproque de I par rapport a S. On sait qu’il suffira de
poser, dans I'équation tangentielle de ¥,

(13)  wu=1if, 0 =3/ w=14ify p=aft-

Or, tenant compte de 'identité (10), on voit que (g)
devient, par la substitution (13),

(14) — [ P[or] = [E][az ] —2[ef][22][E2] + [2a][Ez ]
C’est Uéquation (11), ot &’ a é1é remplacé par .

Si donc on prend A et B d’une part, A et K d’autre
part, sur la méme diagonale et que le rapport anharmo-
nique soit égal de part et d’autre, on obtient deux sur-
faces polaires réciproques par rapport a S.

S’appuyant sur les formes réduites (3) et (12), on
voit facilement que, si I'on prend deux points A et B sur
PQ, deux points A’ et B’ sur P'QQ’ et que les rapports an-
harmoniques soient les mémes, on a encore deux sur-
faces polaires réciproques.

On aura, au contraire, la méme surface si I'on prend
deux points A et B sur 'une des diagonales, deux
points A et K sur 'autre, les rapports anharmoniques
¢tant égaux de part ct d’autre.



