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LA SOLUTION GEOMETRIQUE DE L'EQUATION DU QUATRIEME
DEGRE (*);
Par M. Frirz HOFMANN.

Etant donnée une équation générale du quatriéme
degré

(A) Ayt 4+ a3+ 032+ fa35 + a4y = o,

. . . . T -
on peut faire la substitution z = 5 ce qui donne

& 3 p 2
(B) a, <;> “+4a; (}1‘) -+ Gas (%:) -+ fas % “+a,=o.

L’équation (B) représente I’ensemble de quatre droites

’ . . x - .
menées par lorigine : 5= Nis hay hgy Ay s Ay, Agy Ag,

As sont les racines de ’équation (A).
Le faisceau (B) coupe en quatre points distincts la
parabole

(©) yi—z=o,

menée par |'origine (abstraction faite du point commun
situé dans l'origine méme, nous I'excluons comme non
essenticl pour notre probléme).

On peut chercher 'équation d’une section conique D
(qui passe par les quatre points mentionnés, ¢’est-a-dire,
les quatre points d’intersection essentiels de B et C.
Cette équation D contiendra une constante arbitraire,

(') Surles méthodes employées dans les lignes suivantes, comparer
SaLMoN, Lessons introductory to the modern higher Algebra.
art. 09 (1502).
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puisque la section conique D n’est pas encore déterminée
par quatre points. La forme de 1’équation D une fois
trouvée, on pourra interpréter la solution de I’équation
(A) ou (B) comme la détermination des quatre points
d’intersection des deux sections coniques C et D, et nous
verrons que c’est justement la mobilité de la section
conique D qui facilite la détermination de ces quatre
points communs.

En cmployant encore les lettres Ay, Xy, kg, A4 pour
désigner les racines encore inconnues de F'équation (A),
on peut d’abord donner une liste de ces quatre points
d’intersection de B et C.

r o - .
De > =)y on lire x =k, ¥ ct, cn substituant dans C,
yi—My=o.

En supprimant la racine y = o (qui nous raménerait
a lorigine), nous avons y = A, ce qui donne x =1%j.
Doncle point (x = 17, 5 = },) est situé en méme temps
4 ’ 1) . x
surla droite menée par l'origine 5= %, et sur la para-
bole

(C) y:—x=o.

On a donc, pour coordonnées des quatre points d’in-
tersection du faisceau (B) ct de la section conique (C),

z =1}, A}, A}, A,
=27, Ay A3 Ay

il s’agit maintenant de former I’équation (D) d’une sec-
tion conique, mobile en quelque sorte, qui passe par
les quatre points énumérés.

En supposant I’équation (D) de la forme

Azx?+ Bay + Cy2+ Do+ Ly +TF =o.
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les six coefficients doivent salisfaire i quatre conditions,
que I'on formera en introduisant dans cette équation
les quatre couples 27, ); formés au moyen des quatre
racines ).

)

11 faut donce qu’on ait (x =27, y =)

(A) AX +BA +(C+ D)X +EN+F=0

(i=1,2,3,4), ou Ay hy, Ay, hy sont les racines de l'¢-

quation (A) ou (B). Mais, puisque
(B) aght +4ay )} +6a, 0} +h4azli+a,=o

(i=1, 2, 3, 4) est une identité, 'équation A est satis-
faite identiquement en posant

A = aq, B = jay, C -+ D =06a,, L = 4a;, F=a,,
et Péquation cherchée est de la forme
(D) apz?+ jayxy + py?+(ba,— w)or 4+ jaz ¥y + a,=o.

Cest la la section conique D qui passe par les quatre
points d’intersection du faisceau B et de la parabole C
(voir la figure).

Nous donnons une vérification a posteriori des pro-
priétés de la section conique D.
En supposant données les équations D =o0. C=o0, on
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peut en déduire directement une équation qui existe
x . .
entre les quatre rapports ;, pris relativement aux quatre

points d’intersection des deux sections coniques C etD;
car, si &,y est un point commun a C et D, on ale sys-

eme
o= 2. 1—x.1 0.1,

o=o0.1+-yr1—ux.1,
o =(ayx?+ fayxy + 1y?).1
+[(6ay—p)r+fazy]l.1+a,.1,

ct, en éliminant la valeur 1, on voit que

o

. y? —x 0
0= h o 2 —x
|

ayx?+ jayxy + py? (ba,— p)r+jazy
On trouve comme résultat

a, yr—+ agxt - fa, 3y + px? y?
—(b6a;— ) x2y?+ ja, yir = o,

.. . . . . xT
condition qui est remplic par les quatre dxrecuons;

des droites menées par Porigine aux quatre points d'in-
tersection de C et D. On voit que c’est bien encore
I'équation (B) de laquelle nous sommes partis.

Aprés nous étre assurés que la section conique D
passe par les points d’intersection du faisceau B ct de la
parabole C, nous voyons que notre probléme, Ia solution
de I’équation (A) ou (B), est ramené a la détermination
des quatre points d’intersection de C et D.

Quant a I'équation (D) elle-méme, on peutla metire
sous la forme

(aox?+ fjarxy +6asx + fazy — a,)+ p(yr—x) =o,

ou I'on voit distinclement que la forme de la section
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conique D se modific selon les valeurs arbitraires que
Pon attribuera a la constante .

C’est ici le point qui met en évidence le but et les
avantages de notre procédé géométrique : la transfor-
mation de notre équation proposée (A) en un probléme
de Géométrie du méme degré de complication ne consti-
tucrait pas encorc un progrés essenliel quant a la solu-
tion cffective de I’équation ; c’est seulement la présence
de la constante p. qui nous fournitle moyen de simplifier
la configuration géométrique.

On sait que le discriminant d’une section conique
décide la guestion si son équation est séparable en deux
facteurs linéaires ou non; or, le discriminant de la sec-
tion conique D contiendra toujours la constante ., et,
en choisissant la valeur de u telle que le discriminant
s’évanouisse, la section conique D dégénére en un couple
de droites. La détermination du centre, du point
commun, de ce couple est un probléme du premier
degré; la séparation des deux droites E,, E, qui com-
posent la section conique dégénéréc est un probléeme
du deuxi¢me degré. En faisant couper par chacune des
deux droites E,, E, la parabole

(C) y2——x=o,

il reste encore deux fois une équation du deuxiéme
degré a résoudre qui, finalement, nous fournit les coor-
données z, y des deux points d’intersection avec la
parabole, relatifs a chacune des droites E, et E; men-
tionnées.

Ajoutons que 'application exacte des résultats géo-
métriques énoncés dans les derniéres lignes serait encore
un petit détour, puisque, pour notre probléme, il ne
s'agit pas de I’évaluation des points d’intersection de D
et C, mais seulement de la détermination des quatre
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. x i ps ,
directions " ; nous préférerons donc employer I'équa-

. . . . x .
tion quadratique qui existe pour > quand une section
conique

(C) y:—zx=o0

ct une droite

(E) ar+by+c=o
se coupent en un point (x, y) : de

(axz+by)+c.1=o0,

y*—zx.1=o0
on conclut, par I’élimination de 1,

ar+by ¢

) =0 ou ax’+bzy-+cy?=o.
Y — X

Comme résultat final, nous avons a résoudre géo-
métriquement I'équation (A); mnous voyons d’abord
encore une fois que cette solution dépend d’une équa-
tion du troisiéme degré, ce qui est connu pour toutes
les méthodes algébriques.

Cette équation du troisiéme degré (le discriminant
d’une section conique) fournit par ses trois racines
les trois points d’intersection des trois couples de droites
qu’on peut mener par quatre points, inconnus séparé-
ment, mais qui sont définis comme points communs a
deux sections coniques données.

L’équation du troisiéme degré résolue, il reste encore
la solution de deux ¢équations du deuxiéme degré pour

- x , .
donner les racines > de T'équation (B) ou les z de

Péquation (A) en forme ou valeur définitive.
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Table des procédés géométriques & suivre pour la
solution d’une équation du quatrieme degre.
I. Former 'équation de la scction conique
D =(apz+4a,xy + b6a,x + jaz ¥y -+ a,) + p(yr— 7).

II. Former le discriminant de D, savoir

\
ay 20, <3a2—g)

(F) 2a, M 2a;

<3a2~%) 20, as

I’égaler a zéro, trouver une racine w, de I'équation
F=o.

1II. YFormer
Dy =(ayx*+ fajzy +ba,x -+ jayy — a,) + p (y2—2x),

a P’aide de cette valeur déterminée u, de p.
La section conique D dégénére en un couple de
droites, d’apreés la théorie des discriminants.

IV. Séparer les deux facteurs linéaires

Ei=aiz -+ b,y +cy,

E2: a,r + b;}/ —+ Cg,

dont Dy se compose, par la solution d’unc équation qua-
dratique.

xr . ., , .
V. Les valeurs de g tirées des deux équations

a2+ byry + ¢y 2= o,

9 |
QX+ by 4o y2=o0

sont les racines de I’équation proposée.
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Exemrre 1. — Soit proposée I'équation
(A) xr*t— jr3— 22+ 16r —12 = o,
ou
ay=1, fay=—14, 6ag=—1, 4az =10, a, =—12.

La section conique D est donnée par
(D) 22— jxy —xr 16y —12—pu(y?—x)=o.

Elle doit passer par les points d’intersection du fais-
ceau

@ (- (5 e

avee la parabole
(C) yi—x =o.

Vérifions : soit x, y un point commun a G et D; nous
pouvons établir dircctement une équation pour le rap-

x .o .
port > de la maniére suivante : mettons p. = o dans

I'expression de D, les points d’intersection avec G res-
’
teront les mémes; c’est-a-dire qu’on a, pour notre x
et y,
(22— jxy) 1 +(—x+16y).1—12.2=0,
yYi1—x. 1+ 0.1=0,

0.1y 1—x=0.
En éliminant 1, on trouve

x?— jxy —7r-16y —I12
y? — 0 =0
o r? —x
oun
Tt— {23y — 2yt 16 2yt — 12y,

ce qui s'accorde identiquement avec B.
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Formons le discriminant F :

ce qui nous donne une équation du troisiéme degré
pour u.

Elle a trois racines p = o, 3, — 53 la connaissance
d’unc scule nous suffirait pour donner une solution
compléte. Les substitutions u = o, 3, — 5 dansla forme
de D feront dégénérer D trois fois en un couple de droites :

w=o0 change D en (4y —z —3)(—z + 4),

p=3 » (=2 +3y+2)(—x+y+6)
p=—0>5 » (x+y—2)(x—>5y+06).
Pour déduire (*) une de ces formules, prenons w=—5.

D se change en
(Dy) 2 — fry — S5y + 16y + 4xr —12 = 0;

il s’agit d’opérer la séparation des deux droites repré-
sentées par D;.

Le centre x', 3 du couple D est défini comme satis-
faisant aux trois équations du discriminant I* :

r’'—a2y'+ 2=o0,
—22'—5y'+ 8=o,

'+ 8y '—12 =o.

. , . 2
On voit que c’est le point x'= 3 Y=

(*) Pour unc méthode trés générale de séparer les droites d’un
couple, voir CLEBsCH-LINDEMANN, Lecons de Geéometrie, traduites par
A. Benoist, Chap. II, n° 3 : Sur les couples de droites.
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En mettant x = o dans D, = o, on voit paraitre les
deux points d’interscction du couple D= o0 avec I'axe
x = o. L’équation du deuxiéme degré (D, = o, x = o),
(DY) —5yt+16y —12 =0,

. - . _ 6
a pour racines =0, ) = 2,) = ;-

Ainsi nous avons les moyens de former ellectivement
les deux équations (E,) et (E,) qui composent I),. La
. .. 2 4 . ,
droite E; joindra le centre 3 % au point o, 2; son équa-

tion est

(Ep) r -y —o=o0;

a I'autre point
I}

[SXT

. .« . A . 2
la droite E; joindra le méme point 30

5

, . . 4 3 >
sur 'axe des y : o, g5 son équation est
(Ey) r—5y+6=o.

On ne cherchera pas, d’aprés ce que nous venons de
dire dans une parenthese, les points d’intersection
mémes de E, et E; avec C: 32— x = o3 il suffit de
connaitre les quatre directions qu’ils déterminent avee

o o . x
Porigine et qui ont les quatre rapports = pour mesure.
* Y
En ¢liminant 1 entre E, et C: j2—x =0, on a

. x 3 -+ 1
= o, d’ou —:——t—:g ),
2

’z+y —2
2

y: -z

et dc méme en éliminant entre E; et C ¢

x—"hy 6 = 2
& = o, d’ott R )s.
y: —x Yy o2 2

On voit que I'équation proposée a pour racines 1, 2,
— 2, 3.
Ann. de Mathémat.. 3° <érie, t. VII. ( Mars 1888.) 9
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Les deux autres valeurs de ., qui servent a fendre D,
donnceront encore deux équations du deuxiéme degré.

Exevere I :

(A) (-‘51"‘—— 203+ 06r2—12 = o0,
1 /2 \* [ x\3 T\?

B -(— g [ Z) - —) —12 =0,
() (5\)') L(\}’> *_G(\}') =
(D) éxz—y«')a"y——ﬁr—n+p.()'l——ar'):o.

1 T}

6 7T .
() | I i o =0,

33

Choisissons p. = 2. Nous avons d’abord

(D) é-r’~zrj'+2)'?——'.~rﬂz: 0.

le centre se trouve, d'aprés F: x =6, ) =—3. En
faisant & = o, I’équation (D,) donne

r=o, y:::‘:‘/l_i.

Donc
6 —3 1
(Ep) o —6 1]|=o.
ey

En) 2 (V3 —-y2) —21 /3 —6y5=o,
(Ky) r(V3—y2)—r2y/3—6y5 =o.

Choisissons

(B (Vi V) -3 =6y =o,



(131)

pour déterminer deux racines de A :

1‘(\/3—1—-\/5)—;—)/2\/3 —6y/>

= 0,
»? -

ou
72 (Y3 4+ y/2) +ay2y/3—y16y/2 =0,
ou
xr = Y
Z=y6—3+3.
N
De méme E, aurait donné
- _ _
S =—y6—3x3.
Y
Note. — Il est aisé de former la condition pour que

les sections coniques C et D se touchent en un point z, y.
Cette condition sera indépendante de w; nous écrirons
donc D sous la forme spéciale

ayr:+ jayxry +6asr + fazy + a, = o.

Quand un tel point x, y existe, on exprimera : 1° qu’il
est situé sur les deux sections coniques C et Dj 2° que
le rapport des trois coordonnées homologues de sa tan-
gente, formée deux fois, pour chacune des scctions
coniques G et D, est une constante p.

On ad’abord

(%) y:*—ux =o,

(8) ayrr-—-fjayxry +6ayxr - 4a;y + a, = o,
ou

(o) (—1)r+(2y).y +(—x).1=o0,

(3) 5 (apr —2a,y +3as).x
" ~(2a17 +2a3y) +(3a,T +2a3 ¥ +a,).1=o.
La condition pour I'existence d’un rapport constant p
entre les coordonuées (coefficients) homologues des
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deux tangentes de &, y, prises par rapport a C et D,
donue les trois équations suivantes :

0 —1=¢p(apr +2a1y + 3a,),
(%) 2y = p(2ayx + 2a3),
(=) —x=p8ayr +a2a3y +a,).

En multipliant y, ¢, ¢ respectivement par a. 97, 1 et
cen ajoutant, on voit que, des deux équations (2) et (),
'unc est satisfaite quand 'autre etle systéme ~, ¢, = sont
remplis. Donc on peut supprimer 3.

Fn éliminant p entre vy, 6 et g, ¢, nous avons finalement
le systeme de trois équations entre lesquelles il s’agira
d’éliminer x ety :

(a) I. yr—a=o,
(y8) 1L (2a3+ fa1y?+06asyy) 2 (2a;+2a,y) = o,
(%) MI. (2a,y -+ fazy?) +(6ayy +2a3)xr+ 2a,22= 0.

En ¢liminant > entre Let 11, on a

J,z —71
. = o0,
2a;+ {1 y?+6ary a2a;+2ayy |
ou
(%) 2003 +06a, y2+ 6ayy +a2a;,=o.

D¢ méme, en ¢liminant x entre T et 11, on a

»? —1 o
0 y? —1 |=o0,
| 2a,y +4azy? bayy —2a; 2a,
ou

(%) 2013+~ 6a,y?+ 6az y +~2a,=o.

Mais, en remplacant mécaniquement dans les équa-
. x
tions ($) et () la lettre y par le rapport > ct en mul-

tipliant cnsuite par 13 les équations (J) et () prennent
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exactement la forme des deux quotients différentiels de
Péquation (B), pris par rapport a x et y. Et 'on voit
que élimination de y entre ({) et (7) serait identique

avec l'opération d’élimination qui conduit & la forme

connue du discriminant de I'équation (A) :

a, 3a;
) a,
0

2
a; Q>
0 a,

]

(o8
10

a
a

[¥5)
_-

ay
3a3
Ja,

a;

as
Ja,
Ja;
a,
Jas

3a,

o
as
3112 as
= 0.
0o
a, o
Jaz; a,

D’une maniére semblable, foute question qui nait de

la discussion de 'équation générale du quatriéme degré
q 3 q

peut étre traitée sous forme purement géométrique.



