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SUR LES POLES PRINCIPAUX D'INVERSION DE LA CYCLIDE
DE DUPIN;
Par M. G. FOURET.

1. Jai démontré, il y a quelques années ('), d’une
maniére fort simple, qu’il n’existe, a I’exception du cercle
et de la sphére, aucune courbe plane se transformant en
elle-méme par inversion, a l'aide d’une infinité de pdles
formant un lieu géométrique, aucune surface se repro-
duisant par inversion, au moyen d’une infinité de poles
coincidant avec tous les points d’unc surface. Je faisais
remarquer, en terminant, qu’il existe des surfaces ayant
pour podles principaux d’inversion tous les points d’une
ligne; et, aprés avoir cité, comme exemple, le tore qui
a pour poles principaux d’inversion tous les points de son
axe, ce qui est exact et suffisait a justifier mon assertion,
jJ’ajoutais, comme second exemple, la cyclide de Dupin,
a laquelle une erreur de mémoire me faisait attribuer
comme poles principaux tous les points d’une circonfé-
rence.

Mon attention a été récemment appelée sur cette affir-
mation inexacte par un jeune géomeétre distingué, M. Ha-
damard, qui, en reprenant I’étude de la question dont
je m’étais occupé, est parvenu a démontrer que le seul
lieu géométrique de piles principaux d’inversion que
puisse admettre une surface est une droite ou un sys-
teme de droites en nombre limité (*).

(*) Nouvelles Annales, 3° série, t. II, p. 239.
(?) Le travail de M. Hadamard doit paraitrc prochainement dans
le Bulletin des Sciences mathématiques (numéro de mai 1888).
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2. lest facile de voir que la cyclide de Dupin admet,
comme poles principaux d’inversion, tous les points d’un
systéme de deux droites de directions rectangulaires. On
le démontre, en s’appuyant sur la propriété dont jouit
la cyclide d’étre la transformée par inversion d'un tore,
etméme d’une infinité de tores, comme I’a montré autre-
fois M. Mannheim, dans une étude géométrique treés
intéressante ().

Considérons a cet clfet une cyclide, etI'un des tores
dont elle est la transformée par inversion. Ce tore est
I'enveloppe d'une série de sphéres (S) ayant toutes leur
centre sur 'axe de 1évolution O de cette surface. Dans
la transformation, les spheéres (S) se changent en sphéres
(8), enveloppant la cyclide et coupant orthogonalement
un méme cercle O, transformé de I’axe O du tore. Les
sphéres (§') ont donc, comme axe radical commun, la
perpendiculaire D au plan du cercle O’ menée par son
centre. Un point quelconque de cette droite a, par suite,
la méme puissance par rapport a toutes les sphéres ('),
et aussi par rapport aux cercles de contact de ces sphéres
avec la cyclide, dont les plans, on le voit immédiate-
ment, passent tous par la droite D. Un point quelconque
de cette droite est donc bicn un poéle principal d’inver-
sion de la cyclide.

Le tore peut encore étre considéré comme I'enveloppe
d’une série de spheres () ayant pour grands cercles ses
cercles méridiens. Ces sphéres, orthogonales 4 un méme
cercle Q, situé dans le plan de I'équateur du tore, se
changent, par inversion, en d’autres sphéres (¥'), qui
enveloppent la cyclide et sont orthogonales a un méme
cercle @'y inverse de ©. On conclut de 1a, comme tout a

(') Nouvelles Annales 1™ serie, t. XT\.
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I’heure, que I'axe A de ce cercle est un licu de poles
principaux d’inversion pour la cyclide.

3. Il est clair d’ailleurs que la cvclide n’a pas de pole
principal d’inversion endehors des droites DetA ; cartout
pole principal de la cyclide doit provenir d’un des poles
ou plans principaux du tore, ct ccux-ci, comme on vient
de le voir, fournissent uniquement les poles de la cyclide
situés sur D et A.

Pour voir que les droites D et A sont rectangulaires,
il suffit de remarquer : 1° que le plan équatorial commun
des spheéres (§'), c’est-a-dire le plan du cercle O', coin-
cide avec le plan méridien du tore qui passe par le pole
de transformation ; 2° quele plan équatorial commun des
spheres (£, ¢’est-a-dire e plan du cercle @, est perpendi-
culairea ce méme plan méridien, de méme quele plan du
cercle inverse Q. Par suite,les droites D et A, respective-
ment perpendiculaires & deux plans rectangulaires, ont
clless-mémes des directions rectangulaires. Ces droites
jouissent, par rapport a la cyclide, de plusieurs autres
propriétés intéressantes qui sont exposées dans la Note
de M. Mannheim déja citée.

4. On peut cncore déduire d'un théoréme di a
M. Mannheim (*) que la cyclide de Dupin est la seule
surface ayant pour poles principavx d’inversion tous
les points de deux droites.

Ce théoréme est le suivant:

Lorsqu’une surface a une infinité de poéles princi-
paux en ligne droite, on peut la transformer d’unein-
[inité de maniéres en surfaces de révolution; les poles

(*) Bulletin de la Societé Philomathique. p. ro6, année 1860.
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de transformation, satisfaisant & cette condition, sont
sur une circonférence située dans le plan principal que
posséde nécessairement la surface.

Imaginons une surface ayant pour pdles principaux
tous les points de deux droites D et A. D’aprés le théo-
réme précédent, nous pouvons transformer cette surface
cn une surface de révolution, en prenant le pole d’inver-
sion sur une certaine circonférence dont le plan est per-
pendiculaire 4 D. Aux poéles principaux de la surface
primitive situés sur A correspondent des pdles princi-
paux de la nouvelle surface situés sur une droite A’, qui,
par raison de syméirie, coincide nécessairement avec
I’axe de révolution de cette surface. La méridienne de
cette surface, possédant une infinité de poles principaux
d’inversion en ligne droite, ne peut sc composer que de
cercles. La surface résultant de la transformation est
donc un tore, ¢t 'on en conclut que la surface primitive
est une cyclide de Dupin.



