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SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS ALGEBRIQUES
DONT TOUTES LES RACINES SONT REELLES;
Par M. Cn. BIEHLER.

1. Silon pose
i

VY= o o

Vi = aar ot



(10)
la dérivée d’ordre nde y par rapport i 2 cst une expres-

sion de la forme
Qu(xr,a)
T 77““““&1,

N
(1—22x + 22) 2

ou Q,,(x, 2) est un polynéme de degré n en x et de
degré nen o.

Je vais metire en évidence quelques propriétés du
po]yn(‘)me Q.(x,a), et je supposcrai, dans ce qui va
suivre, que x ait recu des valeurs telles que le trinéme
I — 202 -+ o* ait ses zéros imaginaires, ¢’est-a-dire que
£ soit compris entre — 1 et +- 1.

De Pégalité

I
=)

r= \71—:2113:&; %2

on tire

ou bicn

YV —oar 4+ a2)4+y(a—zx)=o.

Eu dérivant n fois les deux membres par rapport a a,
il viendra

Yt —og.r 4 a2+ (on +1) W (x —.r)+ n? ylr—b=o,

‘e remplacant pF0) 300 =1 par leurs valeurs ex-
primées cn fonction des polynomes de laforme Q,, (x, «),
on aura

{ Quartr,a)+(2n 4D (a—a)Q,(r, )
(a) 2

- N1 — 222 -+ 22) Qu-y(x, 2) = o.

En différentiant I'équation

Qp (., a)

J'ln,‘ —

1901 -

n -+
(1— 220 4+ 22)



(1)
par rapport a a, on obtiendra la relation suivante

Qn+1 (7, 2)+(2n+1)(2 —2)Qu(z, 2)
—(1—2az+ 22)Q,(x, 2)= 0;

(6)
d’oul’on tire, en comparant les égalités («) et (b),

(¢) Q;L(J‘yu):*annﬂl('T71)'

Enfin, au moyen des égalités (b) et (¢), on peut ob-
tenir I'équation différentielle du second ordre 4 laquelle
satisfait le polynome Q, (x, ). 1l suffit pour cela de dif-
férentier par rapport a « I’équation (4) et de remplacer
dans le résultat

Quer(x,2) par —(n+1)2Q.(x, 2),

(ui sont identiques d’aprés la relation (c¢).
On obtient ainsi I’équation

{ Qu(r,2)(1—22x = «2)

T = 1) (3 — @) Q (%) + 12 Q)= o.

2. Les relations (a), (¢), () vont nous permettre de
démontrer que I'équation

Qulr,z)=0
de degré n cn = a toutes ses racines réelles, pourvu que
X soit compris entre —1 et + 1.

La relation (a) cst en eflet le type de la séric des
égalités
Qr(z,2)+(2n —1) (2 —x) Qpy(x,2) (0 —1)2Q s (r,2)=0o0,
Qa(z,2)+3(2—x)Qi(x, 2)+ Qo= o,
qui montrent que le théoréme de Sturm est applicable a
I’équation
Qu(z, 2)=o.

La rclation (@) montre en outre que les coefficients



(12)

des plus hautes puissances de « dans les fonctions

QII(‘T) 7’)7 Qn—i(xs 1)) ce ey Q(\

ont des signes alternés. Il s’ensuit que, pour o = — 0,
la suite

Qu(x,2), Qu_1(2;a), ceey Qo

ne préscnte que des permanences ¢t que, pour o = - 0,
clle ne présente que des variations; la suite gagne » va-
riations quand a croit de — o0 4 -+ o0 par suite, toutes
les racines de I'équation

Qll(‘Ta “): o,

considérée comme une équation en a, sont réelles.
Le théoréme de Sturm peut étre appliqué aussi a la
série des fonctions

Qu(rya), Qula,a), ..o, Qp(z, 2);

il suflit, pour le faire voir, de considérer ’équation diffé-
renticlle (d) et de former le tableau

Qu(ria)(1 —2ar+a2)—(2n—1)(2 —2)Q,(x, 2)+ n2Q,(z, 2)= o,
Ontre (1 —vax -=a)—(2n —3) (2 — ) Q) (x, 2) +(n —1)2Q), (z,2) = o,

(e, ) (1 — 222 —a?)— 3(2 — ) Q" (z, 2)+ 22 QP (2, a) = o,

(ui nous montre que les dérivées de Q, (x, ) jouissent
des propriéiés des fonctions de Sturm.

On pourrait aussi appliquer le théoréme de Rolle pour
arriver au meéme résultat; il suflirait de considérer la
relation (@), en faisant aussi usage de (¢); la relation (c)
nous montre cn effet que

Qe (o) ——(n-=1)2Q, (2, 2),

¢ty si Pon admet que Q, (., 2)== 0 a toutes ses racines
réelles et séparées par celles de Q, ;= o, on montre



(13)
aisément que Q. (.r, z)=o0 a aussi toutes ses racines
réelles et séparées par celles de Q,(xr, 2)=o.

On arrive encore au méme résultat en appliquant le
théoréme de Rolle, au moyen de I'équation différen-
tielle (d). On voit clairement, dans tout ce qui préceéde,
la nécessité de supposer que le polynome

(1 — 20 ~+ 22)

ne change pas de signe quand a variede —ow a + o et
par suite la nécessité d’astreindre x a étre compris
entre —1 et 1.

1

3. Silon développc la fonction suivant

\/1 — 207 + a?
les puissances ascendantes de «, sous la forme

I » - ¢
L X+ aXy+ Xy a2 Xy,
‘/l — 202 + a2
les coefficients X4, X, ..., X, sont, comme l'on sait,
les polynémes de Legendre. Leur degré en x est égal a
Pindice de X. Ces polynémes sont liés aux polyndmes
Qr(x, a) par la relation

I /()"_}/ .
1.0.3...n r)cx">0—— N
or
oy Qn(x. )
[ 2

wiwl]

(G—o2ar—+ 12)"+
En faisant « = o dans cette égalité, on obtient
1.2.3...nX,=0Qn(z,0).

Cette relation nous fournit immédiatement celle qui
lie entre eux trois polynémes X d’indices consécutifs.
En faisant « = o dans la relation (@), on obtient

Qur1(z,0)+(2n +1)(—2)Qn(z,0)+ n2Qp_(2,0)=0



(i

ou
(n -0)! Xpey—(2n —1)r.n! X,—n2n—n!'X,_;=o.

en désignant le produit 1.2.3...npar n!.

En supprimant le facteur numérique 2!, il viendra
(e) (n--1)Xm1—(2n—0)rX,+nX,_;=o.

Cette relation permet d’appliquer le théoréme de
Sturm i équation

ct de montrer qu’elle a toutes ses racines réelles.

Pour savoir silasuite X,,, X,,_y, ..., X, X, gagne ou
perd ses variations, il suflit de considérer Péquation (e),
qui nous fait voir que les cocfficients de la plus haute
puissance de x ont le méme signe dans toutes les fone-
tions X,,, X,,_y, ..., X. La suite perd donc ses varialions
quand x passc de — o i —+ .

Le polynome Q, (2, o) peut s’exprimer d’une maniére
simple en fonction des quantités X,,.

On a, en effet,

Q.= Q,(r.0) -2Q),(x.0)

2 an
o Qulz o)+ Q' (r. o).

n!
les dérivees étant prises par rapport a a
D’apreés la relation (o).

. Quie. ) ——n2Q, (r.2):
par suite,

Qu(rya)=—n2Q),_ (@r,2)= ni(n—1)2Q,_o(x,2),

QW(r iy =(—O¥n2(n--1)2. . (n—u-=12Q, u(x, 2).



(13)

En faisant 2 = o dans toutes ces égalités, on aura

an(xy 0)=— n‘an*l(‘T- 0).

w(x.0)=n2(n—1)2Q,_s(2.0),

QW(z, 0)=(—1¥n2(n—1)2...(n— 1 -=1)2Q, y(z,0),

et, en remplacant Q,,_(x,0). ..., Q,_y(x,0) par leur
expression en X, 4, ..., X,_y, il viendra

Q;z('7'7 0)=—n.n!X, 4,
(2’1/2(1‘7 o)=n(n— I) n!X, o,

QW@ 0)=(—n¥n(n—1)...(n—p+1)n' X, y:
on peut donc écrire

n(n—r1i)

)I’J.X,l 1T T 12X,, o -
2.

Q,,(T', %)X,
n.
) nn-—11y...(n—uw-—1)
— (T = — -7‘,—-—‘*——— BNy g
L’équation diftérentielle (d) nous fournit la valeur de
Q,(x, 2) pour r = o0j; cctte expression peut aussi se
tirer de la précédente enremarquant qu’on a, d’une ma-

niére générale,
(n - I)I_XII"*I]I 0~ " I?[X” 1|r 0 O.

Les polynomes X, ne renferment, d’aprés la rela-
tion (e), que des puissances de méme parité; 'expres-
sion de Qp(o,a) ne renfermera donc que des puis-
sances de ade méme parité. L’équation différentielle (d )

nous doune

Q”“" 7) g Z'(B:“” gl 2

n' 1.22
n(n-—i1)(n—o)(n—3)
= %
(1.9)22¢
n(n—r1)...(n—ap—u)

(== - - —L g 2p ..
( (1.2.3.p)> a2 -

(—

noh

L




(16)
La valcur x =o transforme (1 — 2220 + a2) en 1 + a?;
par suite, I'équation
Qulo.a)=0

a aussi toutes ses racines réelles.

4. Nous allons maintenant chercher d’autres expres-
sions du polynome X,.
A cet effet, remarquons que
I
e ——
Vi— a0+ o2
peut s’écrire
Y 1 1
\/I—I— /477 Tr— a2 \?
A
\/ 1 — 2

Si I'on pose

on aura

par suite

Or
any Qn(ﬂ < 1
azn / >
“+n- 1— 72
. (1—3%)
par suite
My _ Qu(o,3) (— o) !

Jan (1 -z)n + % (\/:—_7_-2_)" v/x_———_.r‘?,



("17)
et, faisant o = o,

(d”.}’> — _Qu(o, 20) (—n)»

dan (I_-..z2)"+; Q/,__zz')n-;—l’
I 25

en désignant par z, ce que devient z pour o = o. Mais

r—a
L= ———y done L0 = /)
Vi—a? 1 —

z? T
1+ =1+ =

1—x 11—t
par suite

1
") (o2
L 92 )T ( Viea)  Wica)r

<?)’;r}:) =(—1)"Qu ( /_7,_ > (Vi=zm)"

ou enfin

21X = (=1 n<o, ¢_-,)(¢u—w)

Cette égalité nous fait voir que les racines de I’équa-
tion X, = o sont toutes comprises entre — 1 et + 1.
Ea effet, I’équation

Qr(o,a)=0

a toutes ses racines réelles; soient oy, ay, ..., a, ces
racines.

Les racines de 'équation X, = o étant désignées par
X4y Xy +++yXny ON A

Ty ZTn
’ ey oy =

—\/l &7 ‘/l—-.T,’.‘

d’ou

An

ceey

au signe prés; on voit par suite que Xy, X, ..., X, sont

Ann. de Matheémat., 3¢ <érie, t. VI. (Janvier 188-.) 2



(18)

toutes réelles et plus petites que I'unité en valeur ab-

solue.
Nous avons trouvé I'expression de Q. (o0, ), a savoir
Qn(O.u) L, nn—n
(=ne = 1.22 *
n(n—1)(n—2)(n—3) .
+ G2y « cees

on en déduit

Xp= —— (—” (\n< ;—/_1_:—_:1:—1> (\/l*‘xz)

= ph— '_l(_"_.___'_’ Zn=2(1 — a?)
1.22%
N l_z(n—()(n—:;’)(n —3) an=b (1 — @)t
(1.2)%2%

nn—1)...(n—2p+1)

= (—=1)P (p 1 12 22P

Tn=2P (1 — 2?)P +

On sait que, si 'on prend la dérivée d’ordre n de
(22 —1)" en employant la formule connue pour la dé-
rivée d’ordre 12 d’'une fonction de fonction de la forme
o (x?), a savoir
dlx[g?(xz )]

dxrn

= (2.2t oW (12)— n(n —r1)

n(n—n(n—2)n—3)

(Zx)n—-z ?n—l (xz)

(zx)r—bor—2(2h)+...,

1.2
il viendra
drj(z2— 1] on(n—mn
— =atn! |or+ — an=2(zx?—r)
L n(n—n(n—2)(n—3)

(2 )2 ..
(1.2)%24 ( 0 ]

En comparant cette expression avec celle de X, pré-
cédemment trouvée, il viendra

Vdn[(at— o]
onp! dxn

X, =

qui est I'expression bien connue du polynoéme X,.



