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SUR LES HELICOIDES;
Par M. Geminiano PIRONDINI.

1. Considérons la surface engendrée par une droite L,
assujettic 4 un mouvement hélicoidal autour d'unc
droite R ; soient P le point de rencontre de L avec la per-
pendiculaire commune aux droites L, R, et % la plus
courte distance de ces droites. L’hélice E décrite par le
point P est laligne de striction de la surface réglée en-
gendrée; soient ¢ I'inclinaison de L sur R et § I'incli-
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naison constante de I'hélice E sur les génératrices du
cylindre C.
On passe d’une position de la droite mobile a la sui-
vante par une rotation infinitésimale autour de R et
une translation suivant la direction R; la rotation est

. 3 . dc .
mesurée par ’angle de contingence — de la section
S h

droite du cylindre G, et la translation par dscosf, ds
et do étant les arcs élémentaires de I'hélice E et de la
section droite de C.

Or
do = ds sinf;

par conséquent, si nous désignons par p le paramétre

du mouvement hélicoidal, c’est-a-dire le rapport de la
’ pp

vitesse de translation a la vitesse de rotation, nous

aurons

,,:is_(;gs_uhcow.

h

Si 1hélicoide est développable, la droite mobile est
a chaque instant tangente a I’hélice F : donc § =i et
P == h coti.

Si I'hélicoide a pour géndratrices rectilignes les bi-
normales d’une ligne, I'hélice E est une trajectoire or-
thogonale des génératrices; donc

07 =

SR

et p = htangi.

On a donc le théoréme :

St h est la plus courte distance des deux droites L,
R, et ¢ leur inclinaison, la droite L., dans un mouye-
ment hélicoidal dont le parameétre est p, autour de R,
engendre un hélicoide développablelorsque p = h coti,
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et un hélicoide lien des binormales d’une hélice cir-
culaire, lorsque p = hiangi.

2. Soient § = p cosu, 1, = gsinu, {(p et { étant deux
fonctions arbitraires de w) les coordonnées d’un point
quelconque d’une ligne a double courbure L, assujettic a
un mouvement hélicoidal autour de I'axe des {;si p estle
paramétre du mouvement, les coordonnées x, y, z d’'un
point quelconque de I'hélicoide engendré sont données
comme il suit :

x =§cosv— 7 siny =p cos(u +v);
y ==Esine + ncose =psin(u+v);
3 =10[ -+ po.

Sur I'hélicoide, u = const. est I'équation des hélices
circulaires et ¢ = const. est I’équation de la ligne géné-
ratrice dans ses différentes positions.

De ces ¢galités, en indiquant les dérivées par des
accents, on tire

or\2
{ = — ) =52 2 2.
]‘—2<du> i
Jor or
— =52 7.
F —Zdu gp O HPSS

G :Z<3~f>2= P2 p2.

Si A, B, C sont les déterminants qui ont pour élé-
or dy 03

ou’ o’ o’
or Jdy 03

557 557 5, et pour éléments de la premiére respective-
NRx Ry 0z NRxr Py Rz Rz Ry IPis

ment —,» —5» Sy STy T ) T =y m——y =
ou2  Ju?’ ou?’ Jduodv Jude Jude’ de:’ der’ Iy

nous avons

mentsde la deuxiéme et de latroisiéme ligne

A =000 =T (p2—pp")— p(p2+2p"2—pp"),
B=0p—p(p*+27),
C=p2({'—p).

Ann. de Matheémat., 3¢ série, 1. VI (Février 1887). 7
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L’équation différenticlle des asympiotiques st
Adwr+2Bdude + Cdv?= o,
¢’est-a-dire
[$ep"+ T (p2— pp")— p(p?+2p"2— pp")]du?
+2[f'p2— p(p2+ p?)]dudv + p2({'— p)dv?=o.

Si la génératrice L est dans toutes ses positions une
asymptotique de I'hélicoide, la derniére équation doit
étre vérifiée lorsque Pon y suppose dv = o3 on aura par
conséquent
(1) Upp'+ (2= pp" )= p(p*+2p2— ") =0,
d'ou l'on déduit par intégration

14 " PO — P" P P"
02 4= 2 5'2— 55 d — | ——d
C:a-}—f(b—,—pf‘———‘i,—‘-"- e’/ P "du>c S o “du.

e

On a ainsi ce théoreme :

Les lignes L qui, dans un mouvement hélicoidal au-
tour de laae Oz, restent toujoul's as) mploli(/ues sur
la surface engendrée, sont représentées par les équa-
tions

¢ = pcosu,
7, = psinu,

o — oo 0 —p"
52 4- 20'2— oo —d - 1
I =a+ f(b -+p [ 22 T eP ef PR du>e ’ e “du.

e

aeth étant (]("llx constantes arbitraires et P l(? para-

meétre du mouvement hélicoidal.

3. Cherchons si une hélice peut vérifier la condition
précédente, lorsque le mouvement hélicoidal a lieu
autour d’unc droite paralléle aux génératrices du
cylindre.

Si i est 'inclinaison constante de I'hélice sur les géné-



(91 )
ratrices du cylindre, les coordonnées d’un point quel-
conque de la courbe sont

(2) E=pcosu, 7 =psinu, L =coti [ yp2+ p't du,
ct la condition (1) devient
, v, e p2coti
Vpr—p?
Nous avons ici deux cas a considérer, sclon que soit
’ q
vérifiée I'équation
2p" —pp"+pr=o0

ou bien
p2cotl

Vei+g?
Dans le¢ premicr cas, si 'on pose 5 = ¢%, on obtient
I’équation

== 0.

O =11 y
T

qui donne par intégration

lo e (@ = const
0 = [2d = nst.).
i T cosu )
Par conséquent
a
( ;) 5 = H
¥ Ccosu’

¢’est I'équation polaire d’unc droite.

Dans I'autre cas, on a

P —*‘J;:U‘l—(l.
p\/p‘lcol?i—p?

. ™
en falsanl. a—— -, 0onaura

\
are sin Vi =
zeote

d’ou 1'on déduit

N

f) gcosu = ptangi.
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Le cylindre qui contient I'hélice se réduit donc a un
plan et I'hélice & unc droite.
Donc :

Si une hélice est assujettie @ un mouvement héli-
coidal autour d’une droite parallele aux génératrices
du cylindre, la condition que la ligne reste toujours
asymptotique sur la surface engendrée est verifiée
seulement lorsque U'hélice se réduit & une droite.

On peut observer que, dansle premier cas (3), le pa-
ramétre du mouvement est arbitraire; dans le second
cas (4), le paramétre est donné par I’égalité p = hcoti,
/v étant la plus courte distance entre la droite mobile et
I'axe des z; I'hélicoide engendré est donc, en vertu du
théoréme du n° 1, une surface développable. :

%. Nous allons voir si, dans un hélicoide, les hélices
circulaires peuvent é&tre asymptotiques; une telle condi-
tion est remplie lorsque I'équation (1) est vérifide en y
supposant du = o. Par conséquent on doit avoir, pour
la ligne génératrice L,

(”)) t.:plt.

Par chaque point de la ligne L, conduisons la droite
perpendiculaire a ’axe O z; on obtient ainsi une surface
réglée A plan directeur dans laquelle 'axe Oz est la
ligne de striction ; le paramétre de distribution des plans

ac
du

de (3), constant. La surface réglée est donc I'hélicoide

tangents de cette surface régléc est qui est, a cause

gauche, lieu des normales principales d’une hélice régu-
liére; par conséquent, laligne L, dans le mouvement hé-
licoidal de paramétre p autour de Oz, glisse sur cet hé-
licoide gauche.
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On a donc ce théoréme :

St les hélices circulaires d’un hélicoide sont asymn-
ptotiques, la surface est U'hélicoide gauche engendré
par les normales principales d’une hélice circulaire.

La relation (5) caractérise les lignes placées sur I’hé-
licoide gauche a plan directeur et on peut 'appliquer
avec profit.

Exemples. — Unc ligne sphérique peut étre repré-
sentée par les équations

E=gcosu, g=g¢sinu, {=yR—g2,
R étant le rayon de la sphére; I'égalité (5) devient
pu=yR— 02,
d’ou I'on tire
o= VR —prui.
Donc :
La ligne sphérigue
=y R2— p2ulcosu, 7 = yR:— p2usinu, L= pu
P 0 ! = = P,

dans le mouvement hélicoidal de parameétre p autour
de lU'axe Oz, engendre une portion d’un hélicoide
gauche & plan directeur.

Cherchonssi, dans I'hélicoide gauche a plan directeur,
il y a des hélices, non trajectoires orthogonales des gé-
nératrices rectilignes, placées sur des cylindres ayant les
génératrices paralléles a I'axe de I'hélicoide.

On a, & présent, pour la coordonnée G,

L =coti [pr+ p2du,
ct, pour quc la condition (5) soit vérifiée, il doil étre

prangi=yp2+07,
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d’ou I'on déduit
du — ___d.E__ .
v p*tang?i —p?

On obtient par intégration

u = arc sin < ——P——.>)
ptangt

p=ptangisinu;

d’ou

c’est I'équation polaire d’une circonférence de rayon

t 1 . A
plange qui passe par le pole.

Pour chaque valeur de 7, on obtient une hélice circu-
laire placée sur la surface.
Donc :

Sur Uhélicoide gauche, liew des normales princi-
pales d’unehélicecirculaire, il y aun nombre infinid’ hé-
lices, non trajectoires orthogonales des géneratrices
rectilignes, qui sont placées sur des cylindres dont les
génératrices sont paralléles a l'axe de Uhélicoide. Ces
hélices sont circulaires et les cylindres passent par
I'axe de I’hélicoide.

Puisque 'on a
p=2arcoti,

r étant le rayon du cercle qui passe par le pole, il
subsiste ce théoréme :

Si une hélice circutaire, placée sur un cylindre dont
la section droite a un rayon r et inclinée de l’angle i
sur les génératrices, est assujettie a un mouvement he-
licoidal de parameétre p = 2r coti autour d’une géne-
ratrice quelconque du cylindre, la surface engendrée
est une portion d’un hélicoide gauche a plan direc-
teur.
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5. Si0 est Pangle des lignes coordonnées = const.,

y = const. sur un hélicoide, nous avons

r
cosh = ——,
VEG

d’ou il résulte

I'2 = EG cos?0.

Si l'on substitue dans cette égalité les valeurs de E,
F,Gdun"2,0na
(24 pU ) =(p2+ 22+ T?)(p* + p?)cos?b,
¢’est-a-dire
[p*—(p*—~ p*)cos20]L™

Lot 2P+ ot — (224 p'2)( P + p2)cos?h = o;
ou

. —PpPi=E costy/p?— o2 /ot (o2 + o'2)( p?sin?h — p2cos?0)
- p2sin2 — p2cos20 ’

v
=

Donc :

Les lignes qui, dans un mouvement hélicoidal de
paramétre p autour de 'axe Oz, restent loujours tra-
Jectoires sous l’angle constant § des hélices de U'lhéli-
coide engendré, sont représentées par les équations

s t=pcosu,
= psinu,
© 10 P '
' ¢ _f—ppiicosG\/pi’-}—p"\/‘o“—r—(p?—'r—9’2)(p251n20—p'200526)du
L psinb — p2cos?0 ’

Si, dans les équations (6), on fait 6="1, on a un
2
résultat trés remarquable; dans ce cas, la ligne généra-
trice de I'hélicoide est dans toutes ses positions une géo-
désique de la surface. On a ainsice théoréme :

Les lignes qui, dans un mouvement hélicoidal de
paramétre p autour de U'axe Oz restent loujours géo-
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désiques et trajectoires orthogonales des hélices circu-
laires de U'hélicoide engendré, sont représentées par
les équations

() E=peosu, q=psinu,  {=—3 [pau.

Si, dans les équations (6), on suppose p=o0, on
obtient les lignes ui, dans la rotation autour de 'axe O z,
engendrent une surface de révolution, dont elles sont
des loxodromies; cette hypothése réduit les équations
(6) comme il suit :

£ =pcosu,
= psinu,

(®) K
( (= co_ls() /\/p2sin‘20 — p'2cos26 du.

Si la ligne L est une hélice d’un cylindre dont les gé-
nératrices sont paralléeles al’axe Oz, on a

=cotif/mdzt;

cn comparant cette égalité avec la derniére des équa-
tions (8), on obtient

: I
py/lang2t — cot2i = e’

sing 7’

d’ou
d, . -
—'Pe = siniy/tang2 — cot?i du,
ct, par intégration,
logp = loga +(sin ¢y/tang? — cot?i)u,

a étant une constante arbilraire.
Cette égalité peut s’éerire
o

o= aelsiniViang?6 —coi u .
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c’est ’équation d’une spirale logarithmique; unc telle
courbe se réduit & un cercle de rayon a lorsque
tang = cot1.
L’hélice demandée est, par conséquent, une hélice
cylindro-conique ou bien une hélice circulaire.
Donc :

*Les seules surfaces de revolution dans lesquelles une
loxodromie est une hélice placée sur un cylindre dont
les génératrices sont paralléles & l’axe de la surface
sont le cone et le cylindre de révolution.

Si la ligne représentée par les équations (7) est une
hélice, il doit étre
I . ST
~ > pr=cotiy/p2+ o7,
d’ott Pon tire
pecotidy —d
—_——_— = u.
p;/p?»—p?cot‘n

En intégrant,

. [ pcoti )
— arcsin — =u-+a,

. . . ™
et, sil’on pose la constante arbitraire ¢ =— srona
pcosu=p coti;

c’est I'équation polaire d’une droite dont la distance %
au pole est donnée par I'égalité
h = pcoti.
Le cylindre est donc réduit a un plan et ’hélice a une
droite; la plus courte distance entre cette droite et
Paxe O z est p cotl.

En ayant égard au théoréme du n° 1, on peut donc
¢noncer ce théoréme :

8¢ une trajectoire orthogonale des hélices circulaires
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d’un hélicoide a ses tangentes inclinées d’un angle
constant sur larxe de I'hélicoide, cette trajectoire est
une droite, et Uhélicoide est engendré par les binor-
males d’une hélice circulaire.

Sila projection de laligne mobile L sur le plan =o
est une spirale logarithmique, on a
9 — aecmlu,

i étant 'inclinaison constante de la ligne sur les rayons
veceteurs. Alors

2 2 . ;
:____ (L/e?colzzzdl{ — fl__ tangie?.cotzu:__ ldﬁ_& 2;
2p 2p
mais, si s est I'arc de la spirale, compté du point v = o,
on a
p=scosi-—a,
par conséquent

tangi .
I =— 2 (scosi+ a)?,
2p
ou bien
a \? p
s — ) = 2l
cost sini cosi

Cette équation démontre que, lorsque le cylindre pro-
jetant L sur le plan = o est développé sur un plan, la
ligne L devient une parabole dont le paramétre est

2p
sinZ cost

Douc :

Parmi les lignes placées sur un cylindre dont la sec-
tion droite est une spirale logarithmique, celles qui,
dans un mouvement hélicoidal autour de la généra-
trice qui passe par le péle de la spirale, restent tou-
Jours géodéesiques et trajectoires orthogonales des hé-
lices de 'hélicoide engendré, sont des paraboles dont
le plan est enveloppé sur le cylindre de maniére que
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l’axe de la parabole coincide avec une géncratrice du

cylindre.

6. Sur I’hélicoide engendré par une ligne L désignons
par 9; le rayon de courbure géodésique des trajectoires
orthogonales L, des ligues L; il résulte

(o) o ) d (VEG—F:
9 pe  JEG ZF: du VE

La ligne L sera donc une trajectloire orthogonale d'un

systeme de géodésiques lorsque

VEG —F2
2o,
vE
a étant une constante.
Cette égalité, en ayant égard aux valeurs de E, F, G
du n" 2, devient
(p2+ 2+ L) (p+p?) —(p*+ pU ) = @(p?+ ¢+ L),

d’oul’on tire

= PPV Pt (p2—a?)[(a?—p?)(p+ p%) — 52072
- 0% — a?

Donc :

Les lignes qui, dans un mouvement hélicoidal de pa-
ramétre p autour de ’axe Oz, restent sur l'hélicoide
engendré trajectoires orthogonales d’un systeme de
géodésiques, sont représentées par les équations

£ =pcosu,
7 = psinu.

. :fppzi\/lﬂP’*+<P"—a2)[(a2—p’)(.°2+P’z)— 22"] g,

> Prp—

On a un résultat trés remarquable, lorsque 1'on sup-
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, , . 1 .
pose constante la courbure géodésique 5 de la ligne mo-
v

bile L et en outre p = o; ici il doit étre

1 1 dyE d (T I
- = ———— | —=— — — [ —= ) | = const. =— .
fe  YEG—TFz| dv du <\/]L k

Mais, & cause des valeurs de E, F, G, nous avons

r__°.
" . po - ap’
il vient donc
P,
P K
d’ont
Tn
p= bek s

b étant une constante. La projection équatoriale de la
ligne mobile L est donc une spirale logarithmique.

Si I'on désigne par K la courbure totale de la surface,
on a (puisque E, 17, G sont indépendantes de v)

K = 1 d 1 d_G)
2/EG — F2 du\/EG —F: du
c’est-a-dire

Ko ' £+ a’('p”— ee") .
a2 p»o

a
C R Tu .
Cette égalité, a causede p = be* ', devient

I
K=— -

On a donc ce théoréme :

Si sur une surface de révolution une trajectoire or-
thogonale L d’un systéme de géodésiques a la cour-
bure géodésique constante, la projection équatoriale
de la ligne L est une spirale logarithmique et la sur-
Jace est & courbure constante négative.
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7. Considérons I'hélicoide engendré par un cerdle de
rayon R dont le centre glisse sur I'axe de la surface,
tandis que le plan du cercle passe toujours par cet axe.

Puisque les coordonnées d'un point quelconque du
cercle sont

= Rcosu, T = o, ¢ = Rsinu,
les coordonnées x, ¥,z d'un point quclconque de la
surface sont données par les égalités

z = R cosucosvo, ¥y = Rcosusino, 5=pv -+ Rsinu,

d’ou I'on tire

It

i = R?, F=2pRcosu, G = p*+ R%cos?u.
. , e I
La formule (9) donne pour la courbure géodésique —
Pt
des trajectoires orthogonales L, des cercles (¢ = const.)

- . d
P Rypra-(RT—p¥)costu du

[\/p2+(l{2~p2)coszzt].

Les lignes L, sont des géodésiques sur I’hélicoide
1 o o . .
]01‘squc — == 0, condition qul n’cst autrement rempllc
ot
que par R = p.

On a douc la propriété suivante :

Lorsque le paramétre du mouvemnent hélicoidal est
égal au rayon du cercle mobile, les trajectoires ortho-

gonales des cercles sont des lignes géodésiques.



