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SUR LE THEOREME DE RﬂLi,E;
Par M. Cn. BIEHLER.

1. On sait que, si toutes les racines de I'équation dé-
rivée d’une équation algébrique et entiére donnée sont
réelles et inégales ; de plus, si, rangées par ordre de gran-
deur et substituées dans la proposée, elles donnent des
résultats de substitution alternativement de signes con-
traires, loutes les racines de la proposée sont réelles.

Ce théoréme est une conséquence immédiate du sui-
vant :

Si les deux plus petites racines réelles de I’équation

dérivée, ou les deux plus grandes, substituées dans le
> Iz g >

premier membre de l’équation proposée, donnent des
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résultats de substitution de signes contraires, il y a,
dans le premier cas, une racine de la proposée entre
— w et la plus petite racine de l’équation dérivée, et,
dans le deuxiéme cas, il y a une racine de la proposée
entre la plus grande racine de [’équation derivée
et - o0.

Rappelons en deux mots la démonstration de ce théo-
réme.

Si f(ax)=o est I'équation proposée, f'(x)=o0 Vé-
quation dérivée, o et 6 les deux plus petites racines de
I'équation dérivée, on a, par hypothése, f(a) f(6)<< 0}
il y a donc une racine a de la proposée entre a et 6, et
I'on a pour une valeur de ¢ suffisamment petite

JS(a—¢)
fla—z)
f(—=)
Z— < 0.
. f’(— :)0)

Or f'(a—c¢) et f/(— ) sont de signes contraires;
pav suite, f(a—e¢) et f(— o) sont aussi de signes con-
traires; il y a donc une racine de f(r)=o entre a et

<o
et

—oc; elle ne peut étre entre a et « : elle est donc entre
— o0 el a.

La démonstration serait la méme pour les deux plus
graudes racines de I’équation dérivée.

2. Proposons-nous d’étendre le théoréme au cas ou
I'équation dérivée n’aurait pas toutes ses racines iné-
gales.

Nous devons tout d’abord écarter le cas ou I'équation
dérivée aurait des racines multiples que n’admet pas
la proposée; car, s’il en éiait ainsi, la proposée aurait
nécessairement des racines imaginaires.
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Supposons donc que I'équation dérivée ait toutes ses
racines réelles et que ses racines multiples satisfassent
toutes a la proposée.

Soienta, b, ..., g lesracines de la dérivée qui appar-
tiennent a la proposée; «, B3, ...,y leur degré de mul-
tiplicité dans la dérivée; soient @', &', ..., I'les racines
de I'équation dérivée non communes avec la proposée,
supposées toutes simples et rangées par ordre de gran-
deur croissante. Nous allons démontrer la proposition
suilvante :

Si tous les groupes (a',b'), (¥'y¢)yv.v, (K1), tels
que les deux racines d’un méme groupe ne compren-
nent entre elles aucune des racines a,b, ..., g, don-
nent, quand on les substitue dans le premier membre
de la proposée, des résultats de substitution alternati-
vement de signes contraires, toutes les racines de la pro-
posée sont réelles.

Eu effet, soit n le nombre des racines a, b, ..., g;
m le nombre des racines a’, b, ..., 1.

I. Supposons d’abord a, b, ..., g toutes comprises
entre a’ et /': le nombre de groupes de racines que I'ona
a substituer d’aprés 'énoncé est (m — 1)—n; il y a par
hypothése m — 1 —r changements de signes et par suite
m—n —1 racines réelles de f(x)=o0 qui sont diffé-
rentes des racines multiples de cette derniére

Il y en a une entre — o et @’ et une autre entre 1 ct
+ 03 car, si @ n’est pas compris entre a’' et ¥, le
théoréme précédent s’applique sans modification, et,si a
est compris entre &’ et &, on a toujours, quel que soit le
degré de multiplicité de a,

fla—2)
Fa=72)

f(==)

SO =)

<o;
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par suite, f(a—c¢) et f(— o) sont de signes contraires ;
la nouvelle racine de f(or)=o0 est comprise entre —oo
et &'; il en est de méme pour /.
L’équation f(x)=o0 a donc m—n-+1 racines
réelles distinctes; elle a aussi

(2+1)+(B+1)+...+~(y+1)=2+8+...4~y+n

racines réclles multiples d’ordre de multiplicité « + 1,
6+4+1,...,v+1;elle adoncen tout

A6+ M

racines réelles; ce nombre représente précisément le
degré de I'équation f(x)= o, par suite, toutes les racines
de la proposée sont réelles.

II. Supposons que la plus petite racine @ du groupe
a,b, ..., g soit moindre que @ ct que g soit plus petit
que /. Les substitutions donnent alors (m—1)—(n—1)
changements de signes et, par conséquent, nous révélent
Pexistence de (m — 1) — (n — 1) racines réelles distinctes
de f(x)=o0;ily a en outre une racine de la méme
équation entre I’ ¢t 4+ oc; en y ajoutant les

1—}—6——...—{—]’—1—11
racines multiples, on obtient un total de
2+ B+ oy m,
qui est encore le degré de I’équation.

HI. Supposons maintenant ¢ <Ca' et g>I'; nous
w’aurons plus que m— 1 —{n — 2) groupes a substituer,
et par hypolhése tous ces groupes nous donnent autant
de changements de signes et par suite m — 7 - 1 racines
simples de f(x)= o; ce nombre, joint au nombre des
racines multiples, forme encore une somme égale au
degré de 'équation proposée. Il est évident d’ailleurs
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que les trois hypothéses précédentes sont les seules a
examiner; on peut donc dire que, dans tous les cas qui
peuvent se présenter et qui sont compatibles avec 1'¢-
noncé, ’équation proposée a toutes ses racines réelles.



