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SUR I’ELIMINATION PAR LA METHODE D'EULER;
Par M. Cu. BIEHLER.

1. On sait que, si I'(x, y) et G(x, y) sont deux po-
lynomes homogénes en x et y, de degrés respectifs m ct
p, si A(x, y) est le plus grand commun diviseur de ces
deux polyndémes, A(x,y) est de la forme

A(Way)'—“—UG(’”,J’)"*VF(%}’),

U ct V étant des polyndémes entiers et homogénes en x
et y.

On le voit immédiatement en observant que les restes
successifs obtenus dans les opérations qui conduisent
au plus grand commun diviseur A sont tous de cette
forme.

Cela posé, on démontre aisément que, si I'(x, y) di-
vise un produit de deux polynémes G (x, y) >< H(x,y)
ct s'il est premier avec G(x,y), il divise H(x,y); les
polynémes F, G et H sont homogenes.

En effet, les deux polynomes F(x, y) et G(x,y)
étant premicrs entre eux, on pourra trouver deux poly-
noémes U ct V, tels que

UG(I,])+VF(1,]) =1,
par suite,

UG(z, y) <xH(x. )+ VE(r, y) < U(xr. y)y=H(x. y).
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F(x, y) divise, par hypotheése, le produit
Gz, y)>< H(z, y);

il divise donc les deux parties du premier membre ct
par suite il divise H(x, y).

Cette proposition va nous permettre de démontrer le
théoréme d’Euler, 4 savoir :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux
polynomes F(x, y), G(x, y) homogénes aient un di-
viseur commun en x et y, c'est qu’il existe deux poly-
ndémes U et V de degrés respectivement moindres que I°
ct G, tels que Pon ait identiquement

UG(z, )+ VF(x, y)=o0.

La condition est nécessaire; car, si I'(x, ) ) et G(x,))
ont un diviseur commun 0, on aura

F(z, y)=06Fi(2, y),
_ G(2, 3) = 6Gy(, y)
Ol, pal‘ suite,
Fl(z‘y.}’) G(»",.}’)—Gi(% .}’) F(‘Z‘7 }’) =0,

ce qui fait voir que la condition est nécessaire.
Elle est suffisante ; car, si clle est remplie, on aura

UG(‘T’.}/):_VF(Z'ay)

Si F(x,3) et G(x,») étaient premicers enlre eux,
I'(a, ») divisant le produit UG (@, y) et étant premier
avec G(x,)) devrait diviser U qui est de degié infé-
rieur a I'; les polynémes F(x, j) et G(x, y) ne pou-
vant étre premiers entre eux admettent un plus grand
commun diviseur de degré supéricur a zéro.

On peut montrer de plus que, si Uet V sont respec-
tivement de degrés m—>% et p—>X, les fonctions
F(x, y), G(x,) ) admettent un plus grand commun di-
viseur qui est de degré ) au moins.
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Supposons, en effct, que le facteur eommun a F(x, y)
ct a G(x, y) soit de degré X plus petit que A.

F(.z,_y):@Fi(:r,y),
G(z, y)=06G (2, y).

Fy(x, y) sera de degré m — V5 G,(x,y), de degré

p— N, etlon aura
UGi(z,y)+ VFiz, y)=0;

Uet V étant de degrés respectivement inféricurs 4 F,
et & Gy, les polynomes I, et G, ne sauraient étre pre-
miers cnire eux ; il existe donc un facteur commun a
F(x, y) et aG(x, y) de degré au moins égal a .

2. Nous allons étudier maintenant quelques pro-
priétés des polynomes U ct V qui nous scront utiles dans
la suite.

I. Si les polyndmes F(x , G(x,y) n’admettent
PoY) 'Y TN
pour plus grand commun diviseur qu’une fonction du
premier degré Bax —ay, les polynémes U et V, qui
ournissent l'identité A’ Euler, sont premiers entre eux,
s P
U et V étant de degrés m — 1, p— 1.
5 s [

En cflet, si U et V adinettaient un facteur commun 0,
on aurait
U = (‘)Ui,
V=0V,
ct, par suite, I'identité
UG(z, )+~ VF(z,y)=0,
devenant
U;G(x, )+ V F(z, )= o,
nous montre que I'(x, ) et G{x,)) admettent un
plus grand commun diviscur de degré supéricur au
premier, ce qui est contraire a 'hypothese faite sur 17
et G.
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1. Siles deux polynomes ¥ (x, y), G(x,y) n’ad-
mettent pour plus grand commun diviseur qu’une fonc-
tion du premier degréde la forme 3 x — oy, il n’existe
qu’'un seul systéme de polynomes U et V satisfaisant &
Uidentité d’ Euler,U et V étant, comme précédemment,
de degrésm — 1 et p — 1.

Supposons, en effet, gu'il existe deux systémes U et V
) ll 7 ) l )’ I
U, ¢t V, donnant les identités

UG(z, y)+ VF(x,y) =o,
. UiG(x, )~V F(x, y)=0;
on c¢n tirera
(UVi —VU,) G(.T,‘y) =0
ou
UV, — VU, = o.

Les polynomes U et 'V, d’aprés le théoréme précédent,
sont premiers entre eux; par suite, U doit diviser U, et
I'on a

U=2U;:
d’onr

V=2V,
% ¢étant une constante : le systeme (U,,V,) est done
identique au systéme (U, V).

II. §°il existe plus d’ un systéme de polynomes U et
V de degrés m — x et p — 1 satisfaisant o Uidentité
d’Euler, les polynomes I'(x,y), G(x,y) admettent
un plus grand commun diviseur de degré supérieur
aun.

Cela résulte immédiatement du théoréme précédent,
car U et V ne sauraient dans ce cas étre premiers entre
cux, a cause de I'égaliré

UV, — VU, = o,

qui nous ferait voir que les deux systémes (U, V),
(Uy, V) ventrent dans un scul. U et V admettant un
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plus grand commun diviscur ©, qui est an moins du
premier degré, on a

U=6U,,
V=0V,
et I'identité
U, G(z, )+ VoF(x, ) =0
nous montre que I'(x,3) et G(x, y) admettent un
plus grand commun diviscur de degré supérieur a un.

IV. 87l n’existe qu’un seul systéme de polynomes
U et V de degrés respectifs m—t et p— 1, qui donnent
Uidentité d’Euler, les polynémes ¥ (x,y), G(x,y)

n’admettent qu’un facteur linéaire commun.

Cetle proposition est une conséquence immédiate
des précédentes 5 car, si les polynomes F(x, y), G(zx,y)
admettaient un plus grand commun diviseur de degré A,
A étant plus grand que un, on aurait

F(z, y)=0F(z,y),
Glz, y)=0Gi (2, 5),
et, par suite,

Fl(T1.}/) G(‘T».y)_Gl('TaJ/) F(‘Z'Y.y):o

En multipliant les deux membres par un polynome
arbitraire @ de degré % — 1, on obtiendrait une infinité
de fonctions de degrés m — 1 ¢t p— 1, & savoir

PF(x, y) et P Gy(x,y),

qui satisferaient a U'identité d’Euler, ce qui est contraire

a I'hypothése.

3. Cherchons maintenant en fonction des coefficients
de F(x,y) et de G(x,y) la condition nécessaire et
suffisante pour que les polyndmes F(x, y) et G(x, y)
alent un facteur commun.
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Il faudra, d’aprés ce qui précéde, qu’en posant
U=gzm1 4 0, 2m=2y 4 . . 4 a,_ ym1,

V =8exP—1 + B1zP-2y + ...+ By yPt,

on ait identiquement, pour des valeurs convenables des
coeflicients « et 3,
UG(x. y)+VF(x, y) =o.
Si
F(.’l‘, }’) —_ onm . Aixm—i‘}/ + ...+ Am},m,
G(z, y)=Boyr? +Bixr-ty + ... +Bpyr;

en égalant a zéro les coefficients de x™+P=4 xm+p=2y ...
2 ™*P=1, on aura les équations

B010 —&—Aoﬁg = 0,
Biay+ Boxy 4+ ...+ A B+ Ao By =0,
..... e e,

Bpay— +AuBp-1=o0.

Ces équations, au nombre de m + p, sont linéaires
¢t homogénes par rapport aux m -+ p inconnucs
oy Lyy covy Xty {3(” Bn sees (Bp-l-

Elles doivent admettre pour ces quantités des valears
qui ne sont pas toutes nulles: il faut par suite que le
déterminant d’ordre m + p de leurs coeflicients soit égal
A zéro. Soit A ce déterminant,

Byp, o o ... o Ay o ... O
A= By By o ... . Ay Ay ... o
o o0 v . By o .o oo Am

A = o est la condition nécessaire pour que les deux
tonctions 1°(x, 3 ), G(x,») aient un facteur commun
au moins du premier degré.

Je vais démontrer que cette condition est dans tous
les cas suflisante.
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Supposons que A =o0 et que I'un des déterminants
d’ordre m+ p — 1, mineur de A, ne soit pas nul. On
pourra donner a I'une des inconnues og, 0ty o0y Xpm_1y
Boy B1sy -++y Bp_iune valeur arbitraire et choisir m +p — 1
des équations, de telle sorte que le déterminant des in-
connues qui y figurent ne soit pas nul ; ce sera le mi-
neur que nous avons supposé différent de zéro; les
équations déterminent pour les m —+ p — 1 inconnues
qui y figurent des valeurs de la forme

=) Q. —
%o = Ao, Po = o,

ay = )‘(a7 pl = M X%,

sese caey cesececny

&1 = A1 %, ﬁp—l = Mp-1%

ou o désigne la valeur de Uinconnue choisie arbitraire-
ment et hoy Ay ooy Amiy oy Priy ooes hp_s des quantitds
parfaitement délerminées qui ne sont pas toutes nulles,
I'une d’elles étant égale a I'unité.

Les fonctions U ¢t V sont donc

U= a‘()‘me_x -+ 7\11""‘}’ +oels )‘Ill—iylll—‘)v

Vo= a(po@P=t 4 pg@P=ly o )P

abstraction faite du facteur a, elles donnent le systéme
unique de fonctions de degrés m — 1 et p — 1 satisfaisant
a lidentité

UG(z, )+ VF(x, y)=o.

La solution précédente étant la plus générale pour les
qUantités 2o, %y, -ves Am_1s Bos By ooy Py il s'ensuitque,
siun mineurd’ordre m —+ p — 1 de A est différent de zéro,
il nexiste qu'un seul systéme de polynémes d’ordre
m— 1 et p— 1 donnant!l’identité d’Euler, ct, par suite,
d’aprés les théorémes précédents, les deux fonctions .
F(x,y) et G(x,y) admettent pour plus grand com-
mun diviseur une fonction du premier degré seulement.
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Ce qui précéde montre évidemment que les fonctions
U etV sont eflectivement de degrés m — 1 et p — 1 5 car
ho €t gy ne sauraient étre nuls, les polynémes U et V
s’abaisseraient aux degrés m — 2 et p — 2 au moins, et,
en les multipliant par un polynéme arbitraire du pre-
mier degré, on obtiendrait une infinité de fonctions Uet
V de degrés m — 1 et p— 1 qui satisferaient a I'identité
d’Euler, ce qui n’est pas possible d’aprés ce qui pré-
céde.

On voit donc que, si A= o et st un mineur d’ordre
m-+p— 1 delest dﬂ'ﬁ’él'ent de zéro, les deux fonctions
F(x, y) et G(x,y) admettent pour plus grand com-
mun diviseur une fonction qui n’est que du premier
degré.

Si tous les déterminants d’ordre m + p — 1, mineurs
de A, sont nuls, ct si un déterminant d’ordre m +p — 2,
mineur de A, n’est pas nul, la solution la plus générale
du systéme des équations en g, 0y, ...y B0y By ... est de

la forme
oy = ho2 4 Ay, Bo = Mox 4+ ppa,
ay = Ao+ Ao, By = ma+ o,

ceset e e 3y sesesecsens ey

_ U ot . ’ ’
App—1 = Ap—g 2+ Ap—1%: ppwl = Hp—1% T HLp—1 %,

ou x et &' sont des arbitraires, hyy ..oy Ags ceey oy oeey Phoy ooe
des quantités parfaitement déterminées, qui ne sont
pas toutes nulles.

Dans ce cas, les fonctions U et V prennent la forme

U=alU, +«Uj,
V=aV,+adV,,

U,, U;, V,, V, étant des polynomes bien déterminés.
Il existe, dans ce cas, une infinité de fonctions Uet V
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qui donnent I'identité d’Euler; par suite, d’aprés ce qui
précéde, F(x, y) et G(x, y) ont un plus grand com-
mun diviseur, qui est an moins du deuxiéme degré.

On voit que U et V sont en nombre infini; car U, et
V, ne peuvent pas étre identiquement nuls 4 la fois,
pas plus que U] et V,, puisque, dans I’expression de
OgyOayeeny Poy By o+ un coeflicient de « est égal a I'unité,
ainsi qu'un coefficient de o',

On voit donc que, si A=o et si tous les mineurs
d’ordrem + p —1 de A sont nuls, les fonctions ¥ (x,y),
G(z, »') admettent un facteur commun qui est au
motins du second degré.

Il en serait de méme si I'ordre du premier des mi-
neurs qui ne s’annule pas s’abaissait au-dessous de
Pordre m + p — 2.



