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SUR LA LIMITE DE (1-+ 2= )" QUAND m AUGMENTE
* INDEFINIMENT ; '

Par M. Cn. BIEHLER.

1. Nous supposerons dans ce qui suit que m cst entier
et positif et nous considérerons d’abord le cas ou x est
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réel et positif. Tant que m est fini, on peut éerire
xr\"m @ I x
+—) =14+ +(1——)— .
m 1 m/) 1.2
+(1——=)(1—=) — +...
m m/ 1.2.3
A 2 m—u\ xm
(== ) (1= =) (1= ) -
m m m /) m!

On sait que, si a, b, c, ..., [ sont des nombres positifs
moindres que I'unité, on a les inégalités

-

N—
/N

1>(1—a)a—08)...0—DH>1—(a+b—+...+ 1),

. , . . 1 2
cet, en appllquant ce théoréme aux quanutés — =y sty
m m

on aura, pour toute valeur de p inférieure a m,

LR A DO A et | _rlp—n
> (1= ) (1= 2) e (1= B > - U

ct, par suite,

zP l)( :».) p—1\
E>O_E‘HE'“‘_fT)m

Oun peut donc former le tableau suivant :

> x? x2 x?

ar?
— 1— — = ’
2! > 2! 2! am

x3 1 2\ 23 x3 z? x
??Q—a' m)317 3 T ami’

R I I R R I P Y

xm > (1 1 . m—1\ xm > am x? axm-2
m! m m /m! 7 m! am (m—2)!

En ajoutant membre i membre ces inégalités, aprés

o . ’ o x
avoir ajouté a tous les membres la quantité 1 + > cten
posant, pour abréger,

() l_‘_x‘_zﬁ_* +
(4 = - — -, A
" 1 1.2 m’
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il viendra
r\m R x?
em(x 1+ — > ep(2)— — em_s3(7);
m( )>< 'n) - m( ) om m 2( )
la fonction e,,(x) a pour limite, quand m croit indéfi-
niment, la série convergente

x xr2 am
I+ - - —

...+—'+..‘,
1 1.2 m:

(jue nous désignerons par e(x).
Les inégalités précédentes nous montrent que

x m
(, +Z
m
est compris entre deux quantités
x?
e x ct e Z)— —— €p—al X
m( ) m( ) 2 m ‘2( ),

(ui ont toutes deux pour limite e(x) quand m augmente
indéliniment ; par suite,

x\m
m

a aussi pour limite e(r).
2. Supposons maintenant ue x soit unc quantité
(uclconque négative ou imaginaire ; nous allons démon-
x\m .
trer que (l -+ E) a_encore pour limite e(x).

A ccet cllet, formons la différence

(’m(]‘)'—'(l"‘ _«2_’?_)""

\ m

Nous allons montrer que le module de cette différence
peutdevenir plus petit que toute quantité donnée quandm
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croit indéfiniment. On a évidemment

[ )L (- 8- )]
[ (=) (-2 25

si 'ondésigne par r le module de x, le module du sccond

membre étant inférieur a la somme des modules de ses
termes, on a

mod [e,n(l‘)—<l+ £>m] <[I__ (I_ 72)] lr_’)
= (= 2) () s
O e
ou bien

mod [e,,,(x)—— (1+ ,—2)”‘] <L em(r)y— <1 —+ ’—:;>m.

Or nous avons démontré que, pour toute valeur de r
positive,

m 2
en(r)> (15 2 )" > en(r) = o ena(r);

si I'on retranche les trois membres de cette double iné-
galité de la méme quantité e, (7), il viendra

m 2
o <€,,,(I')-—<I+ I§l> < r_m em—i(")-

2

sz ry\m .
La différence en(r)— (l + E) est donc comprise
entre zéro et une quantité qui a pour limite zéro; par
. x \m .
suite, le module de e, (x)— (x -+ ;;) peut devenir

plus petit que toute quantité donnée quand m augmente
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indéfiniment. On en conclut que

. ) xr\m
lim [e,,,(z)-—(l—a— ~) =o.
m
par suite
3 x S\
llm(l—f— ——) =e(x);
N m
la proposition est donc démontrée pour toute valeur

réelle onimaginaire de la variable o.

3. Nous allons établir maintenant que, si « ¢t ' sont
des quantités réclles ou imaginaires, on a
. x o \m . o\
hm(l—+——+——,) :hm<l+— pourm = % ,
\ m m m
m . . . »
pourvu que le rapport — ait pour limite zéro, quand m
m
augmente indéfiniment.
En cffet, on a identiquement

2 2\ m o\ m
1+ — -+ — — 4+ —
m m ) m
2 2 o\ =1
=— I — 4 —
m m m

2 ol o\ m—2 %® o\ m-1
+ - =+ — 4+ — —:—...—i—(ln——— ,
m m m \ m
’
d’ou

B 2 2\ m / o\ m
mod (l—-i—~+-———, —(I—f——
\ m m \ m

o o a0\ m—1
< mod— |mod {1+ — —+
m m

m'

2 o\ m—2 2%
+m0d(l+—+—,) <1+— + ...
M m m m

o \ m—1
-+ mod <1+ —) ]
m

Nous allons démontrer que le module de la difiérence

/ 2 g\ m o\ m
1+ — 4+ — ) —(1+ —
nm m \ n/

tend vers zéro quand m augmente indéfiniment,
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Soicnt 7 le module de «; 7' celui de o, on aura

par suite,

" A \m a \m
mod[(l—i———i—*—,) -—-<l+ —-)
m m m
r r P\ m—1 r\m-t
< — I+ — 4 — +eoo T
m n nm m

ct, a fortiori,

d’on

r o\ m-t r = r\m-t
P <(1+
m n m

ct, par suite aussi,

r 7N\ m—-1 r-=r'\m
I+ -+ — < ( 1+
m m m

\

et
r PN m—1 ,
<1+—+——,) Le(r—+r).
. m  m
On adonc
'3 a' N\ m a\m m s
mod[<1+—+—,) -—(14——) <L —rxe(r+r);
m m m m
m . . 5
or —, pai hypothése, a pour limite zéro; e(r+417) est
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unc quantité finic : par suite, le module de la différence

o o \™m o\ m
<|+—+—,) —(l+——)
m m m

peut devenir plus petit que toute quantité donnée; il

N . o o \m o \m .
s'ensult que <1 -+ - 4 —-—) et ~) ont meéme
m m m
limite.
Il en serait de méme si o était une fonction de m dont
le module tendit vers une limite finie quand m croit
indéfiniment.

4. Le théoréme précédent nous permet de démontrer
une propriété importante de la fonction e (x) pour toute
valeur réelle ou imaginaire de la variable.

On a, quels que soient x et y,

e(z)<e(y)=-e(z+y)

En cffet, e () pour toute valeur réelle ou imaginaire de

. . x m . ), .
2 est la limite de (1 + E) quandm croitindéfiniment :
. x\m
e(x):lxm<l+—> s
m

e(y):lim<l+ ,—‘};L)m;
par suite

e(z)xe(y)= lim(1+ ;;)m(”‘ %)m
ou

e(zyx<e(y)= lim(r+ Ty ﬂ>m;

m m?
mais, d’aprés ce que 'on a démontré, on a
. z -+ zy\"m .. z 4+ y\m
lim(1+ 228 2 :llnl(l+ Tx
m m? \ m
ou

. x4 v oy ™
lm {1+ - - _y) =clr—+2),
m m2, -
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par suite
e(z)xe(y)=e(z+y),

ce qui est la propriété fondamentale de la fonction e (x)
étendue a des valeurs quelconques de la variable.



