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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

SUR L'EQUATION DE DEGRE ~ QUI DONNE tang &
LORSQU'ON CONNAIT tanga;
Par M. Cu. BIEHLER.

. . » . a
L’équation de degré m, qui donne tang— lorsqu’on
connait tanga, est, comme on sait,

_(+iryr—(1—iz)n
T i)y (1— i)’

T

a
- = anga = a.
en posant tang T x et tanga
Cette équation, mise sous forme entiére, devient
(1+iz)n(1—ia) — (1—iz)m(1+ ta) = o.
Les deux expressions
(a+iz)yr(1—ia) et (1—ix)m(1+ ia)
étant imaginaires conjuguées, leur différence renferme ¢
en facteur, et, par suite, en posant
(1) IVp=(+iz)n(1—ia)—(1—iz)"(1+ ia),
le polynéme V,, sera a coefficients réels et de degré m.
Cela posé, nous allons former 'équation différentielle
du second ordre a laquelle satisfait le polynome V,,, et

nous allons appliquer les théorémes de Sturm et de
Rolle aux polynomes qui figurent dans cette équation,



(6

en vue de démontrer que V,,= o a toutes ses racines
réelles.

1. A cet effet, prenons les dérivées des deux membres
de Tégalité (1), il viendra

Vi, =mif(i+ir)m=t(1—ia) 4+ (1 — tx)" 1 (1+ 12)]
ou
(2) Vi,=m[(1-—iryr~1(1—1iz)—+ (1 —ix)n1(1+i2);
en dérivant une seconde fois,

V= m(m — )| (1-—ir)yn—2(1— (2)

3) - (r—ix)m=2 (14 ).

D’autre part, en multipliant les deux membres de
I'égalité (2), le premier par 2ix, le second par
(v+ix)-- (1 —ix),
qui lui est égal, 1l viendra
ol N, —ml(i- deyr(n—iz) — (1—{x)m (14 12)]

+m|— (1t )= (1 —iz)(1—ix)
4+ (t— i) -1+ tx) (1 + ta)],

et, en remplacant le produit (1 + ix) (1 —ia) pari + x2,
on aura

2V, = miV,,— m +a?)
SO - L) = fa) e (1 — )M (- )]
on
\7//

207N, =miV,, (1+7)—o
(m—1)1

ou enlin
22V (m -1y =m{m—1)V,, (1 -+ 22)V),,
que Pon peut écrire

(1) m(m—u)\V,,—r(m—1)rV, +(+z2)V,, =o.

[—

Cette équation va nous permettre de démontrer la

véalité de toutes les racines de V,,, = o.
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2. A cet eflet, prenons les dérivées d’ordre p des
deux membres de I'équation (4), il viendra

m(m—1) V¥ —o(m—0)z Vi —au(m—1) Vi
(1) VD g e VD Ly (p— 1)V =0

ou bien

(m—p)(m—p—1) Vi

m

—a(m— p—l)xV(,ff"'”—L (14 a2) VD = o,

En donnant a u les valeurs o, 1,2, ..., m—2, il
viendra

m(m—1)Vy,—a2(m—1)x V, + (1+x2) V), = o,

(m—1)(m—2)V, —a(m—2)2 V), +(1-+22) V), =o,

2 V=2 g — o2 V=1 o (14 22) V(P = o.

Ces relations nous montrent que les fonctions V,, V,, ,
Vi o ovy Vi jouissent des propriétés requises pour que
le théoréme de Sturm puisse leur étre appliqué. En
ellet, la derni¢re Vi7" ne change pas de signe, c’est une
constante; deux fonctions consécutives ne peuvent pas
s’annuler pour une méme valeur de x; si une fonc-
tion Vi s’annulc pour une valeur de x, les fonctions V="
et VI prennent pour cette valeur de x des signes con-
traires; enfin V', est la dérivée de V. 1l s’ensuit que,
la suite Vp, V., ..., VI ne présentant que des varia-
tions pour x = — oo et des permanences pour x = - oo,
la suite perd m variations quand x passe de — o0 a + o003
par suite, toutes les racines de l’équation V,.= o sont
réelles et indgales.

3. Appliquons maintenant le théoréme de Rolle pour
établir la réalité de toutes les racines de V,,, = o.
Remarquons, a cet cflet, que I'égalité (3) nous donne
la relation
Vii=—mlm —1)V,,_,.



(8)
V,._» élant ce que devient V,, quand on y remplace m
par m — 2, 2 restant le méme, et supposons que les
racines de V,_»=o0 soient réelles et inégales. Nous
allons démontrer qu’il en est de méme des racines de
V.= o.

Pour cela, considérons la seconde des équations diffé-
renticlles du tableau préeédent, a savoir :

(5) (m—1)(m—2)V,,—a(m—2)xV,,+ (1+22) V), =o0,
déduite de U'équation (4).

Les racines de V,, _» étant réelles et inégales et dé-
signécs par 2y, %, . .., %n_o dans Pordre croissant, sub-
stituons-les dans la relation (5) ; on aurale tableau sui-
vant :

(m—1)(m—2) V), () + 1+ 23) V), (%) = o,

(m—1)(m—2) V,Ilz(zm-—?) “+(r+ l/?n—‘_) ) V%z(“m—?) =0,

Car oy, oy, - .., %y_o sont racines de I'équation V), = o.

Or, d’aprés le théoréme de Rolle, les quantités

Viz), Vi(aa), <oy Vi(2m—2)
ne présentent que des variations; il en est donc de
méme des quantités

V,m(il )s V;n(a‘z ) A Vlm(“«m—2)-

Mais on sait que, si toutes les racines de 1'équation
dérivée d’une équation proposée sont réelles et inégales,
et si, substituées dans le premier membre de la pro-
posée par ordre de grandcur, elles donnent des résultats
de substitutions de signes contraires, toutes les racines
de la proposée sont réelles.

Il s’¢nsuit que toutes les racines de I'équation V), = o
sont récelles et inégales.

Soient by, by, ..., by les (m—1) racines réelles de
V., ,=o0: cn les substituant dans I’équation (4), on



(9)
aura
m(m—1)V,, (b)) +(1+b})V),,(b))=o,

’

m(m—1)Vu(bma) + 1+ 0% 1) Viu(bm—) =03
mais, d’aprés le théoréme de Rolle,
V/;n(bl )) ,;n(bi)) ey V';n(bm—l)

sont alternativement de signes contraires; donc les

quantités
V'Il(bl), Vm(b'z)y ey Vm(bm—i)

ne présentent elles-mémes que des variations. Il s’en-
suit que toutes les racines de l'équation V, = o sont
réelles et inégales.

Nous avons supposé que 'équation V,,_, = o a toutes
ses racines réelles et inégales. Cette propriété se recon-
nait immédiatement sur les équations

Vi=o et Vy=o,
qu1 sont

Vi=a(z — 2), Ve=2[a(x?—1) 4+ 22].

On en conclut que, d’une part, V5,4 = 0 a toutes ses
racines réelles, et, d’autre part, que V,,=o0 a aussi
toutes ses racines réelles ; par suite, on peut dire d’une
maniére générale que I'équation V,, = o a toutes ses
racines réelles et inégales.



