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SUR QUELQUES PROPRIETES METRIQUES DES COURBES:

Par M. G. HUMBERT,
Répétiteur a I'Ecole Polytechnique.

Principes fondamentauzx.

1. Dans un travail récent, publié au Journal de
Mathématiques pures et appliquées, nous avons dé-
montré, par des considérations fondées sur le théoréme
d’Abel, un certain nombre de propriéiés métriques des
courbes algébriques : le but de cette Note est d’exposer
une méthode élémentaire permettant d’arriver simple-
ment a quelques-unes de ces propriétés, et se prétant
aisément a un grand nombre d’applications nouvelles.

Toute la théorie qui va &tre exposée repose sur les
principes suivants :

Soit, ¢n coordonnées homogenes f(x, )y, z) = o0, une
courbe algébrique plane quelconque de degré n; consi-
dérons un faisceau ponctuel de courbes de degré m,
F — uo =0, ot « désigne un paramétre variable. Une
courbe de faisceau coupe la courbe fixe f=o0 en mn
points, de coordonnées (xy, ¥y, 21); (X, Y2, Za)y o« -
Désignons par 3&2’ YA f)

Z, ¥y 5)
degré zéro en x, y, z, c’est-a-dire le quotient ‘de deux
polynomes homogénes, Q et V. de méme degré, et propo-
sons-nous d’étudier la somme des valeurs que prend

une fonction rationnelle de

cette fonction aux points communs a la courbe f=o eta
une des courbes du faiscean I' — u¢ = o. Cette somme,
dont I'expression est

— Q(ziy_}’h_zl)_l— Q(Tw}’z,ﬂz)_,_ .
V(zy y, 51) 0 V(@ pe, 52)

g
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est une fonction symétrique des coordonnées des points
communs aux courbes f=o0, F—up=o0; elle s’ex-
prime rationnellement en fonction des coefficients qui
figurent dans I’équation de ces courbes; c’est donc,
puisque le coefficient u est seul variable, une fonction
rationnelle de w«.

Que faut-il pour qu’elle soit constante, c’est-a-dire
indépendante de u? Il est clair qu’il faut et qu’il suffit
qu’elle ne devienne infinie pour aucune valeur, finie ou
infinie de u. Or, si nous considérons les points fixes
communs aux courbes f= o0, V= o, nous voyons que
la somme ¢ ne peut devenir infinie que si la courbe cor-
respondante du faisceau I' — w9 = o passe par un de
ces points, et, quand cetle circonstance se présente, o
est généralement infini. Pour qu’il en soit autrement,
il est nécessaire que deux ou plusicurs des termes de «
deviennent simultanément infinis, c’cst-a-dire que la
courbe I — uo = o considérée passe par deux ou plu-
sieurs des points communs aux courbes f=o0, V= o,
ou bien touche en I'un d’eux la courbe f= o; mais rien
ne prouve que cette condition nécessaire soit ¢en méme
temps suftisante.

2. Il existe toutefois un cas particulier trés étendu oun
I'on peut affirmer qu’clle est suffisante.

Supposons, pour fixer les idées, que les courbes f= o,
V = o ne soient tangentes entre elles en aucun de leurs
points de rencontre, et que la courbe Q = o ne passe par
aucun de ces points; nous allons montrer que, si la
courbe du faisceau F— ug = o qui passe par ’'un d’eux
touche en ce point la courbe f'= o, la somme & ne de-
viendra pas infinie pour la valeur correspondante de u.

Pour le démontrer, admettons que les coordonnées
x, v, z d’un point de la courbe f= o, dans le voisinage



( 528)

du point considéré, soient des fonctions uniformes d’une
variable auxiliaive ¢; soit #, la valeur du paramétre ¢
qui correspond 4 un point ou les courbes V=o, f=o0
se rencontrent, et supposons qu’en ce point la courbe
I' — uy 9 = o soit tangente, et plus généralement ait un
contact d’ordre ., avec la courbe f=o0. Si nous don-
nons au paramétre u une valeur voisine de uy, uo + 4,
la courbe I — (uo+ 1) ¢ = 0 coupera f=oen p+1
points voisins du point considéré; soient 7o+ 8,
ty+ 82y ooy to—+ Oy, les valeurs du paramétre ¢t qui
correspondent respectivement a ces g —+ 1 points. Il y
aura, dans la somme o, p. 1 termes qui tendront
vers I'infini quand % tendra vers zéro; ce seront les
termes de la somme

) QO
c'-—-%(fo+0.)+v‘(to+()2)+...,

en désignant par Q(r,+ 0) la valeur que prend le poly-
nome Q(x, ¥, z), quand on y remplace x, y, z par les
coordonnées du point de la courbe f= o, dont le para-
métre est to—+ 0.

Or, on a

V(to+0:)=V(t)+ 0, Ve ... (i=1,2, ... p—1)

V(ty) =0, V, 20, puisque la courbe V = o passe par le
point £, sans y toucher la courbe f=o0; de méme,
ona

Qto+0:)= Qo) +....

Q(to) n’est pas nul par hypothése, puisque la courbe
Q= o nc passe pas par le point o. Il en résulte que, pour
montrer que ¢’ a une limite finic pour 2 = o, il suffit de
le démontrer pour la somme

o= Q(t")[ﬁ—'le-l S l—]

T V(1) b, T (J
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Or, si nous posons G =F — u,¢, les courbes G == o
¢t f=o0 ont un contact d’ordre p au point fo; on a
donc, d’apres la théorie générale du contact,

1 { G(&) =0, G'(2) =0,
! GW(t) =0, Gl+(4y) 0.

Ferivons maintenant que les points o+ O; sont sur la
courbe T — (uy+ %) 9o =0, cest-d-dire G —ho = o.
Il vient

G(to+0,)— ho(ty+0,)=o,

d’ou, cn développant par la formule de Taylor et tenant
compte des relations (1),
N MG — Ao —
(2) 1;;...;).—&—[0" Glerli(t) = hg(to) =o.
On voit ainsi que 4y, 6y, ..., ,,, sont les racines
d’unc équation bindéme

O+t = A /;

par conséquent la somme de leurs inverses est nulle, et
& ne devient pas infini quand /% tend vers zéro.

Ce raisonnement suppose toutefois que 9(z,) n’est
pas nul. Or 9(¢,) ne peut étre nul que dans deux cas;
on a, en ellet,

F(t)) — upo(ty) = o.

ct la condition ¢(t,) = o entrainerait, soit u, = oo, soit

I7(1,) = 0. Si u, était infini, on n’aurait cu qu’a écrire
, . . 1

'équation du faisceau sous la forme .~ I" — o, et le pa-

I . s e e .
rametre - n’aurait plus été infini pour la courbe consi-
dérée.

Il nc reste donc que I'hypothése I'(2,) =o : les deux
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courbes I' = o0, ¢ = o passent alors par le point , de la
courbe /= o.
En ce cas, on peut supposer que les deux courbes

I' = 0, o = o ont avec f'= o, au point 7,, un contact du

méme ordre, v; s’il en était autrement, il suflirait de
an =8

changer u en ——— pour se trouver dans notre hypo-
e U-0 -

thése.

Supposons alors que la courbe F —uy ¢ =0, 0u G=o0,
ait avec f = o, au point /,, un coutact d’ordre 4,  étant
supéricur a v.

On aura toujours

5= Q(/o)[l N o
V)L T Oy

et Péguation G(ry+0;) — he(r,+ 0;) deviendra

! u+1 h
— 0‘1+ G+ — ——

AT 0;/+1,‘?(;L+1)(10): O.
oo o =1 fe2...v+1

Cette équation donne v + 1 valeurs nulles pour §, ce
qui était a prévoir, puisque toutes les courbes F—uo
ont avee f = o, au point £,, un contact d’ordre v. Sil’on
sc¢ débarrasse, dans la somme

Q
v
des termes qui correspondent aux points fixes communs
A la courbe f= o et aux courbes du faisceau, il suflira,
1 . .
dans 5", de conserver les termes 5 qui sontles racines de
I’équation

= Gl (1), ey —

— o+ () = 0.
(p—+1)! (v+=nD! 7 (

La somme des inverses de ces racines sera nulle si on

ap—v22;cest-d-dive w2 v + o, 1l faudra done que la
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courbe I' — 1w = o ait avec f'= o, au point ¢y, un con-
tact d’'un ordre supérieur de deux unités a I'ordre du
contact de f'= o0 avec I =0 ou ¢ =0 en ce point.

3. De toute cette discussion, qu’il serait facile de
compléter en étudiant le cas ou la courbe V= o serait
tangente & la courbe f= o, au point ¢,, résulte le théo-
réme fondamental saivant-

Tatorime. — Ja somme des valeurs que prend une
fonction rationnelle, 8 (x, y,3),homogene et de degre

zéro, anx points variables communs & une courbe al-
gébrique, f= o, et a chacune des courbes d’un fuis-
ceau, reste constante si les courbes du faisceau qui
passent respectivement par les points d’intersection des

. . ) . .
courbes f=o0, V= o, rendant la fonction —(\7 infinie,

ont, en chacun de ces points, avec la courbe f= o, un
contact d’un ordre auw moins égal & la différence
entre les ordres des contacts de la courbe f= o avec
les courbes V=0 et Q = o au point considéré.

Si la courbe Q = o0 ne passe pas par ce point, on
devra, pour appliquer le théoréme, regarder 'ordre de
son contact avec f=o comme égal & — 1 : il suffira
alors que la courbe du faisceau, passant par le point
considéré, y ait, avec la courbe f'= o, un contact d'ordre
plus élevé que Pordre du contact de f=o0 avee V=o.

Enfin, si toutes les courbes du faisceau passent par
un point commun a f = o0, V=0, et ont en ce point
avec f= o un contact d’ordre v, on devra, pour appli-
quer le théoréme, regarder comme courbe du faiscean
passant par le point celle qui a cn ce point avee f=o
un contact d’ordre v -4 1.

Il resterait, pour ne laisser ancune hypothése de coté,
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a examiner le cas ou quelques-uns des points communs
aux courbes V=10 ¢t f= 0 seraient des points mul-
tiples de cette dernitre; cette élude demanderait des
considérations d'un ordre un peu plus élevé; nous di-
rons seulement que 'existence d’un point multiple & m
branches séparées n’introduit aucune modification dans
le théoréme; on le considérera comme formé par la
réunion de m points distincts, correspondant chacun a
une des branches.

4. Remarque I. — Nous avons admis, dans ce qui
précede, que les courbes sécantes formaient un faiscean
F—uo=o.

[}

Le théoréme s’applique, ainsi que la démonstration,
si les courbes sécantes ont une équation de la forme
F(x,y, 2z, u) =o0, I’ étant une fonction algébrique de
Xy, 2, .

On devra sculement supposer que F, n’est pas nul
dans I’équation

1

S U1
Ty P (0007 4 AT = o,

qui remplace Péquation (2). Cela revient a dire qu’au-
cun des points communs aux courbes f=o0, V=0
n’est sur U'enveloppe des courbes I'(x, ¥, 7, u) =o.

Nous ne ferons pas usage, dans cette Note, de la pro-
position ainsi généralisée, qui se préte moins bicn aux
applications que le théoréme primitif.

5. Remarque II. — On peut supposer que Q ct V
dépendent non seulement de x, 17, z, mais aussi de u.
On aura toujours

Qo 00100~ 2) = Q(ty, ty) + ...

ct
Nl O wg— D) = V(g ug) + 0 Vi + RV,
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Mais A est infiniment petit par rapport a {;, puisque
0" est de I'ordre de /:; il enrésulte que V(¢4 0;, o+ 4)
se réduit a 0;V,, et la démonstration faite plus haut est
applicable.

6. Cororraire I. — Observons que, d’aprés le théo-

Q

réme du n° 3, la somme des valeurs de § aux points

communs & f=o0 et ' — w9 = o reste constante si une
méme courbe du faisccau I'— wg = o passe par tous
les points communs & f=o0 et V=0, cn satisfaisant,
cn chacun de ces points, aux conditions énoncées.

En particulier, si V=0 ne touche f=o0 en aucun

point, la somme des valeurs de ‘9/ restera constante si,

parmi les courbes du faisceau sécant, il en est une qui
touche la courbe f'= o en tous les points de cetie courbe
ou % devient infinic.

7. Cororrarre 1I. — Un autre cas particulier du

théoréme fondamental nous sera utile dans les applica-
tions.

Supposons que les points de la courbe f=o, ou la
fonction rationnelle 3 (x, ¥, 2z) de degré zéro devient
infinie, soient tous des points d’inflexion de /), et que
la fonction % soit infinie du premier ordre en chacun de
ces points ('),

Prenons pour faisceau sécant le faisceau des courbes

(*) Le sens de cctte expression cst le suivant : Si V =0 a un con-
tact d’ordre . —1 avec f= o au point considér¢, il faut que Q = o
ait avec cctle derni¢ére courbe, au mémnc point, un contact d’ordre
wo— 2.
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(ui coupent respectivement f= o aux points de contact
des tangentes communes a cette courbe et 4 chacune des

courbes d'un faisceau tangentiel donné.

Je dis que la somme des valeurs de la fonction %: aux

points communs a f=o ¢t a chacune des courbes du
faisccau ponctuel considéré, demeure constante.
11 suflit, pour cela, de montrer que la courbe du fais-
ccau ponctucl qui passe par un des points d’inflexion
onnés sur la courbe f= o touche cette courbe en ce
d 1 b touch tt 1
point, ce qui est évident, puisque la tangente d’in-
exion correspondante doit étre comptée deux fois parmi
11 pondante doit &t ptée d fois p
¢s tangentes communes a la courbe f = o et & la courbe
les tangent ] be, tal b
u faisceau tangentiel qui touche cette droite. Done :
du f; tangentiel toucl tte droite. D

Soit 3 (x,y, z) une fonction rationnelle quelcongue,

de degré zéro, ne devenant infinie, sur une courbe al-
gébrique f(x,y, z)=o0, qu’en des points d’inflexion
de cette courbe, et étant infinie du premier ordre seu-
lement en ces points.

La somme des valeurs que prend cette fonction aux
points de contact de la courbe f= o et des tangentes
communes & cette courbe et & une autre courbe algé-

brigue de classe donnce reste fixe quand cette derniére
varie d’une maniére quelconque.

Nous allons fairc maintenant quelques applications
du théoréme fondamental et de ses deux corollaires.
Centres des moyennes distances.

. A ’
8. Soit —\Q-, = =; la somme des valeurs de % sera égale

a mn fois I'abscisse du centre des moyennes distances
-
des points communs a la courbe f'= o et aux courbes
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F —uw =o0. Nous avons donc les propositions sui-

vantes, en observant que la courbe V= o est la droite
de l'infini :

I. Le centre des moyennes distances des points
communs ¢ une courbe algébrigue quelconque et & cha-
cune des courbes d’un faisceau reste fixe, si chaque
asymptote de la courbe est asymptote @ l'une des
courbes du faisceau.

II. Le centre des moyennes distances des points
communs & une courbe algébrique quelconque et & cha-
cune des courbes d’un faisceau reste fixe si, parmi les
courbes du faisceau, il en est une qui admette pour
asymptotes toutes les asymptotes de la premiére courbe.

En particulier, cette derniére proposition s’applique
si 'une des courbes du faisceau comprend la droite de
Pinfini comptée deux fois, car cette courbe est bien tan-
gente i la courbe fixe en tous les points & Vinfini de
cette derniére. Les courbes du faisceau sécant ont alors
mémes asymptotes. Donc :

IIl. Le centre des moyennes distances des points
communs ¢ deux courbes algébriques reste fixe si 'une
decescourbes varie en restant asymptote a elle-méme.

Ce dernier théorcme est du a Liouville; un cas parti-
culier intéressant est le suivant :
Le centre des moyennes distances des points com-

muns < une courbe algébrique et & une série de cercles
concentriques est fixe.

On peut remplacer la courbe par le systéme de ses
asymplotes sans changer le centre des moyennes dis-
tances dont il s’agit; par suite :

Le centre des moyennes distances des points com-
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murns (2 un CBI'C[B et C‘l une COIU'[)@ algtil)ri(/ue est (lllSSi

celui des projections du centre du cercle sur les asym-
ptotes de la courbe.

9. Les applications des trois propositions précédentes
peuvent étre variées presque indéfiniment; nous nous
bornerons a quelques exemples particulicrement sim-
ples.

Menons a la courbe f= o les tangentes paralléles a
une méme direction; les points de contact sont sur les
courbes fr+uf, =o. La courbe de ce faisceau, qui
passe par un point a 'infini sur f=o0, touche en ce
point cette derniére courbe, car I'asymptote correspon-
dante compte pour deux dans le nombre des tangentes
qu’on peut mener a f= o parallélement 4 sa direction.

Ou est donc placé dans le cas de la proposition I, ct
I'on obtient ce théoréme bien connu, dit 4 Chasles :

Le centre des moyennes distances des points de con-
tact des tangentes menées & une courbe algébrique
parallélement & une méme direction reste fixe quand
cette direction varie.

10. Dans le cas ou la courbe f'= 0 a toutes ses asym-
ptotes d’inflexion, la droite z = o0 ne rencontre cette
courbe qu’en des points d’inflexion, et 'on peut appli-
quer le corollaire II du théoréme fondamental. Donc :

Le centre¢ des moyennes distances des points de con-
tact des mngentes mences par un point (/uelcomlue du
plan @ une courbe alge’bl'ique ayant toutes ses asym-—
ptotes d’inflexion est un point fixe. .

Ce point est aussi le centre des moyennes distances
des points de contact, avec la courbe considérée, des
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langentes communes & cette courbe et & une courbe

algébrigue quelconque.

Ces deux propositions s’appliquent a un grand nombre
de courbes connues; nous citerons en particulier le
folium de Descartes, la lemniscate de Bernoulli, les
courbes dont I’équation polaire est p” = A cosnw, ou n
est un entier positif au moins égal a 2, etc.

11. Le cas des courbes du troisiéme degré a point
double, ayant leurs trois asymptotes d’inflexion, est par-
ticuli¢crement simple. Si 'on méne des tangentes a la
courbe par le point double, les points de contact sont
tous confondus en ce point, qui est dés lors le centre des
moyennes distances fixe des théorémes précédents. En
particulier, on voit que :

Si, par un point a d’une cubique & point double,
ayant ses trois asymptotes d’i/}ﬂexion, on méne a la
courbe les deux tangentes dont les points de contact,
b et ¢ différent de a, la droite qui joint a au milieudu
segment bc passe par le point double, qui la partage
en deux parties é¢gales.

Ce théoréme pourrait servir de base & unc étude géo-
métrique des cubiques dont il s’agit.

De méme, dans le cas de la lemniscate, le centre des
moyennes distances des points considérés est aussi le
point double & distance finie : il suffit, pour le voir, d’i-
maginer que le point parlequel on méne les tangentes
comcide avec ce point double. On peut donc dire que :

Le centre des moyennes distances des points de con-
tact d’une lemniscate avec les tangentes communes a
cette courbe et & une courbe algébrique quelconque
est le centre de la lemniscate.
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Centres des moyennes harmoniques.

12. Poncelet appelle centre des moyennes harmoni-
ques de 2 points Ay, A,, ..., par rapport a une droite A,
un point qui jouit de la propriété suivante : Soit D une
droite quelconque passant par ce point. Appelons d,,
dy, .. les distances de Ay, A,, ... a cctte droite et o4,
52, - .. les distances de ces points a la droite fixe A : on

aura
X5
=0
o

Il en résulte que, si Pon prend un triangle de réfé-
rence dont le ¢oté = = o soit la droite A, le centre des
moyennes harmoniques sera défini par les relations

r N x ¥ Vi
n :z;—i; n :EZ’
iy Viy 2i 6tant les coordonnées homogénes du point A;.

On peut faire pour le centre des moyennes harmo-
niques la méme théorie que pour cclui des moyennes
distances : il suflit de transformer les théorémes précé-
dents par perspective, en faisant correspondre la droite
de I'infini de ancien plan avec la droite A du nouveau
aussi n'insisterons-nous sur ce point que dans le cas
spécial des courbes du troisi¢me ordre.

On sait qu'une cubique a neuf points d’inflexion, si-
tués trois & trois en ligne droite. On appelle triangle
inflexionnel un triangle dont chaque coté passe par trois
points d’inflexion, aucun des sommets ne coincidant avec
un tel point. Il y a quatre triangles inflexionnels.

11 résulte de la propesition du n° 10 que st {’on méne
@ une cubique des tangentes par un point quelconque
de son plan, le centre des moyennes harmoniques des
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points de contact par rapport & U'un des cotés d’un
triangle ir{ﬂexionnel est un point fixe.
Il est intéressant de déterminer ce point fixe.
Mettons 'équation de la cubique sous la forme cano-
nique

(3) 23—+ y3+ 33+ 6hzys = o.

Les droites & =0,y = 0, z =0 sont les trois cotés

d’un triangle inflexionnel.
Menons a la cubique des tangentes par le point x =o,
¥ = o; les six points de contact seront sur la conique

) 24 2hay = o.

Le centre des moyennes harmoniques de ces six points,
par rapport a la droite z = o, sera déterminé par les
rclations

@ x O ) . .

6—”: ——17 61—,:\’2——{9 (l:l,'l,...,()).

~ ~ [
. X . . .
Pour évaluer E =, ¢liminons ¥ entre les équations
Py J
(3) et (4); il vient
81326 — 18082353 — 50 = o}

d’ou, puisque le terme en 23 manque,

WA
=0
&

Yi_

3F

On a de méme

ct, pour les coordonnées du point cherché,

uly

¢’est-a-dire



( 540 )
13. On peut donc compléter ainsi le théoréme pré-
cédent :

St 'on méne & une cubique des tangentes par un
point quelconque de son plan, le centre des moyennes
harmoniques des six points de contact, par rapport a
un coté d’un triangle inflexionnel, coincide avec le
sommet opposé de ce triangle.

De méme, et plus généralement :

Le centre des moyennes harmoniques, par rapport
a un coté d’un triangle inflexionnel, des points de
contact de la cubique et des tangentes communes d cette
courbe et & une courbe algébrique quelconque, coin-
cide avec le sommet opposé du triangle considéré.

Polaires.

14. SiTon transforme par polaires réciproques la dé-
finition du centre des moyennes harmoniques de » points
par rapport & un axe, on retombe sur une notion bien
connue, cn Géométrie, celle de la polaire d’un point
par rapport a n droites. On connait la définition de la
polaire d’un point par rapport a une courbe; celle de la
polaire d'un point, par rapport a un systéme de droites,
est la méme ; rappelons-la en quelques mots. Si, par le
point considéré O, on méne une sécante quelconque
coupant la courbe aux points Ay, Ay, ..., Ay, ctsil'on
prend sur la droite le point M, tel que

n 1 1

OM — 0AX, " 0OA, "

le point M déerit, quand Ja sécante tourne autowm du
point O, la polaire de ce point par rapport ala courbe.
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En transformant, par réciprocité, les propriétés rela-
tives aux centres des moyennes harmoniques, on ob-
tient, en particulier, les théorémes suivants :

La polaire d’un point fixe O, par rapport aux tan-
gentes communes & une courbe algébrique C et & cha-
cune des courbes d’un faisceau tangentiel, est une
droite fixe, si, parmi les courbes du faisceau, il en est
une qui touche la courbe C en tous les points de con-
tact de cette courbe avec les tangentes qu'on peut lui
mener du point O.

La polaire du point O reste également fixe si toutes
les courbes du faisceau ont les mémes tangentes issues
de O, et les mémes points de contact avec ces tan-

gen tes.

FExemple. — La polaire du centre d’'un cercle par
rapport aux tangentes communes a ce cercle et & une
courbe algébrique quelconque reste fixe si le rayon du
cercle varie, le centre restant fixe.

15. Aux courbes ayant leurs asymptotes d’inflexion
correspondent, par réciprocité, des courbes telles que les
tangentes qu’on peut leur mener d'un point du plan
soient toutes de rebroussement; le théoréme dun® 10 se
transforme ainsi :

St toutes les tangentes qu’on peut mener & une
courbe par un point de son plan sont des tangentes
de rebroussement, la polaire de ce point par rapport
aux tangentes menées i la courbe en ses points de
rencontre avec une courbe algébrique quelconque est
une droite fixe.

Ce théoréme s’applique, en particulier, a I'hypocy-
cloide a trois rcbroussements, aux développées des co-
niques, etc.



Propriétés de la lemniscate.

16. La lemniscate est unc courbe du quatriéme degré
A trois points doubles; deux sont les points cycliques du
plan, Pautre est le centre de la courbe; en chacun de
ces points, les deux tangentes a la courbe sont d’in-
flexion. 1l en résulte que, le centre étant pris pour ori-
gine, les trois droites & + 1y —= o0, x — iy =0, =
ne conpent la courbe qu’en des points d’inflexion. Par
conséquent, en appliquant le corollaire du n° 7, on voit
que, silon méne les tangentes communes & la lemnis-
cate et & une courbe quelconque de classe donnée, les
fonctions symétriques suivantes des coordonnées x, y
des points de contact de ces tangentes avec la lemniscate
restent constantes :

= ‘~; ous avons de]n énoncé le théoréme cor-

respondant (n° 11);

x2 Ty 12
Y Xy XDmh
Iy 2ty e 0292

r2-— 2 : 242 . . . .
E ,,) ; car — devient infini du premier ordre

= ~2
S S

sculement aux deux points cycliques ;

Y ,'T“ . 2 5 car N _ "5 devient infini,

— 2y ZE A 2 i % - Y2
ct du premier ordre seulement, a origine.

Pour interpréter ce dernier résultat, nous rappelle-
rons unc définition due 4 Lagucrre,

Laguerre appelle centre harmonique d'un systéme de
npoints Ay, As, ..., A,, par rapport & un pole O, un
point ainsi délini : sur les divections OA,, OA,, .. ., on

’ N T I
yorte des longueurs égales a4 ——» —— -
L ‘ 5 S 04’ 04,
compose comme des forees : soit OR, la résultante.

.- et on les
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Portons sur OR une longucur OR, = s le point R

n
OR,

sera le centre harmonique. Si

ul N

et 2 sont ses coordon-

nées par rapport d deux axes rectangulaires passant
par O, on a

nrs xriz; nys Visi

x2—y?

E) > P 5 — 5 . a2
hd )7 £y TPy}
Nous pouvons énoncer maintenant les propriétés sui-
vantes :

Menons les tangentes communes @ une lemniscate et
& une courbe algébrique qui varie d’une maniére quel-
conque, en conservant sa classe, et considérons les
points de contact de la lemniscate avec un des systémes
de tangentes communes :

1° Le centre des moyennes distances de ces points
de contact reste fixe.

2* Le centre harmonique du centre de la lemniscate
par rapport & ces poinls reste fixe.

3° La somme des carrds des distances de ces points
au centre de la lemniscate reste fixe.

1° La somme des carrés des sinus ou des cosinus des
angles que font les rayons vecteurs correspondants
avec un des axes de la courbe reste five.

Ap/)licnlions diverses.

17. Soit C unc courbe algébrique; par un point M
de son plan menons-Ini des normales; soient P le pied
de I'unc d’clles, R l¢ centre de courbure en P. Nous
allons démontrer qu’on a, quand M varie,

' MP = const *
i MR T ’
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la somme ¢étant étenduc a4 toutes les mormales issues
de M,
Soient, en cffet, v la longueur MP, o le rayon de
courbure PR ; on a
w_
MR = v—o>

0

) -
On va montrer d’abord que p— est une fonction ra-

tionnelle des coordonnées des points M et P.
Soient a'ct P les coordonnées de M; £ ct 7, celles de P.
On a

P (E— 0t (1 — B,

52 = Lﬁi:‘i:’ﬂf,
! 112

I1 étant un polyndéme entier. Or, la normale MP passant
par M, on a

f—2_n—8
d’ou
(:"—1)2 19 19
y2— L5 2 2
= e [/ +/a ]
ct enfin
v E—a
= = )
v—o A
! (5—-—-’1)—f& /iﬁ.j_.

cc qui est bien une fonction rationnelle. La valeur de
cette fonction définit, d’ailleurs, d’unc facon précise la

., MP , , . ,
quantité s Ccla posé, supposons que M décrive I'axe

des x, on aura
3 =o.

sera fonction rationnelle de &, 7 ct 2. Il résulte de
=0
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la Remarque 11 du n° 5, que la somme

i =2
v—p 2
—

étendue aux points d’intersection des courbes
, . )
f=o0 et Efp—nfe—2fq=0
sera constante, si, toutes les fois que la seconde passe par
. o .
un point de f= o tel que 1 — = soit nul, clle touche en
v

. . o
ce point la courbe f = 0. Or,si 1— s =o0,0nap=yv,

¢t le point M coincide avec le centre de courbure R de
la courbe en P; deux des normales menées a la courbe
par M ont donc leur pied en P, ct la courbe

Efp—nfi—afy=o

touche au point P la courbe f=o. Il en résulte bien

queEv:‘_

annoncé,

; est constant; on a donc, comme on lavait

MP const
—_— = nst.

MR

]la somme étant étendue a toutes les normales menées

du point M a la courbe.

18. Pour terminer ces applications, considérons une
courbe algébrique C, et un cercle X, de centre O. Me-
nons les tangentes communes a la courbe et au cercle;
soit ¢ la longueur d’une de ces tangentes comprise
entre les deux points de contact. Nous allons montrer

I
2 — = const.
t

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. VI (Décembre 1887). 36

quon a
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quand le rayon du cercle varie, le centre O restant fixe.
En effet, supposons que le cercle ait pour équation

22— R2=o.

Soit &, 7, un point de la courbe /= o, tel que la tan-
gente en ce point a la courbe touche le cercle. On aura

[8fe+nfn]*= RS+ 1y")

2= §2+ 7,2—R2,

et
c’est-a-dire

po (Bt (B ') — (B fh)  (Bfn— /)"

AR VAR
et enfin
p_ Efg—nfe) Re
Fies "»fn)2
ou
t = Efn_ ":fﬁ R
£+ 1Sy

On voit que ¢ est fonction rationnelle de &, 7, et R.

) . T, .
[Faisous varier R; la somme E 7 étendue aux points

communs aux courbes

f=o o (Bfgrafy) —R(f+fy) = o

ne peut devenir infinie que si une des quantités ¢ devient
nulle. Cette circonstance ne peut se présenter que dans
deux cas :

1° Ou bien les deux points de contact de la tangente
avec le cercle et la courbe coincident; le cercle est alors
tangent a la courbe, et deux des tangentes communes
coincident avec la tangente considérée;

2° Ou bicn la direction de la tangente commune est
une des directions cycliques du plan : ce cas ne peut
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se présenter, pour une courbe C réclle, que si le centre
du cercle est un foyer de la courbe. En excluant ce
cas, il résulte de ce qui précéde et du théoréme général

1 . . .
que E? ne devient pas infini; donc :

8i I’on méne les tangentes communes a un cercle et
& une courbe algébrique, n'ayant pas pour foyer le
centre du cercle, la somme des inverses des longueurs
de ces tangentes reste constante quand le rayon du
cercle varie, son centre restant fixe.

Si le cercle se réduit a2 un cercle de rayon nul, les
tangentes communes a la courbe et au cercle se confon-
dent deux 4 deux, et 'on voit aisément que deux tan-
gentes confondues doivent étre prises avec des signes
contraires. La somme des inverses de leurs longueurs
est donc nulle; par conséquent :

La somme algébrique des inverses des longueurs
des tangentes communes & un cercle et & une courbe
algébrique est nulle, si le centre du cercle n’est pas un

Soyer de la courbe.




