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SUR UN THEOREME DE LA THEORIE DE L'ATTRACTION;
Pir M. E. SARRAU,

Membre de PInstitut, professcur a I'Ecole Polytechnique.

Lorsque T'on considére Dattraction exercée, suivant
la loi de Newton, par une masse sur un point, on a ce

théoréme :

Si le point est a Uintérieur de la masse, la fonction
P ) ta,
potentielle de cette masse sur ce point satisfait & 'e-

quation
d?u d2u d2u

- == 20— 4nK
dez T dgr T dp =K,

en désignant par u la fonction potentielle, par o, 3, v
les coordonnées du point, et par K la densité de la
masse en ce poind.

Poisson a établi, le premier, ce théoréme en considé-
rant d’abord Tattraction d’une sphére homogéne (*).
D’autres géométres, notamment Gauss (2) et M. Clau-
sius (3), en ont donné des démonstrations directes, en
ayant égard a la variation de la densité de la masse atti-
rante (). Ces démonstrations paraissent compliquées,
parce qu’elles comprennent des propositions de Calcul
intégral intéressantes en clles-mémes, et d’ailleurs in-

(') Bulletin de la Societé philomathique, t. 111, p. 368.

(?) OEuvres, t. V, p. 197, et Journal de Matheématiques pures et
appliquées, t. VII, p. 273.

(®) De la fonction potentielle et du potentiel, traduit de I'alle-
mand par F. Folie. Paris, Gauthier-Villars; 1870, p. 44.

(¥) On peut consulter, sur le méme sujet, la Theorie du potentiel,
par M. Emile Mathicu. Paris, Gauthier-Villars; 1885.
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dépendantes du sujet. Il y a avantage a isoler ces pro-
positions, ct la démonstration du théoréme de Poisson
découle ainsi treés simplement de quelques théorémes gé-
néraux qui sont susceptibles d’un grand nombre d’autres
applications.

1. —— TatorEMES PRELIMINAIRES.

1. Twvorkye princrvarn. — Soit I'(x, y, z)une fonc-
tion des coordonnées (x, 3, 2), finie, continue el bien
déterminde dans toute Uétendue d’un volume v limité
par une surface 55 en désignant par

dv un élément du volume v

ds un élément de la surfuce =

ale cosinus de Uangle que la normale & Uélément ds,
extérieure auw volume v, fait avec 'axe 0X;

on a

T dF .
(1) '/ (7;([&' :—(/‘aI ds,

Uintégrale du premier membre s'étendanrt @ tous les
eléments duvolume v, et Uintégrale du second membre
s'étendant a tous les éléments de la surface s.

En cffet, & un systéme de valeurs (3, z) correspon-
dent, sur la surface o, certaines valeurs de a5 le nombre
de ces valears est toujours pair, puisqu’une paralléle 4
Paxe des a, entrant dans le volume ¢ un certain nombre
de fois, en sort le méme nombre de fois.

Supposons qu'un point déerivant cette paralléle, de
x=—x a xr=-+=, cntre dans le volume ¢ pour
L= 20 CL N SOrLe Pour & == Xy, Y CALre pour X == Xy
et en sorte pour x = &, ¢l ainsi de suite. Soient F,, Fs,
s, Fy, ... les valeurs de F pour ces valeurs particu-
lieres de .
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En prenant pour I'élément dv le parallélépipede
dxdy dz, on a

dar dF
' Erdv:./:/:[g;dxdyau,

et, en intégrant par rapport a la variable x,

dF
‘/:/:/‘g;dxd_ydg
=ffl(l’z—l’1>+(lm—Fa)+...]dyd;.

Or, si Uon désigne par a,, a., ay, aq, ... les valeurs
de @ aux points dont les abscisses sont xy, &, X3.
Ly ovey et opar dsy, dzs, dzy, dsy, ... les éléments
superficicls en ces points, qui ont pour projection dy d=
sur le plan YOZ, on a évidemment

—aydsy=aydsy=—azdsy=a, ds,=...= dy ds.

On peut, par suite, écrire
* " dF
,K/,fﬁ;:dxd) ds
:f[agFg dsy+ ar Py dosy+-a, Ty do,+. . ],

¢’est-a-dire, conformément a I'énoncé,

dF
fff%dxdydz:fﬂds.

2. Corovrrare 1. — Si, dans la relation (1), on sup -
pose F' =1, on trouve

(2) '[ads:o.

Done, 'intégrale [{zdc étendue & toute la surface

d’un espace limité est e'gale a zero.
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3. Cororrame II. — En supposant I' = x, il vient

(3) /dc:/axdc.

Donc, l’inzégrale[ ax ds étendue a la surface d’un

espace limité est ¢gale au volume de cet espace.

4. Covnorratre [II. — Soient a, b, ¢ les cosinus direc-
teurs de la normale a 'élément ds, extéricure au vo-
lume v, et I¥, G5, H des fonctions de x, y, z finies, con-
tinues ¢t bien déterminées dans Pétenduce du volume vy
on a les trois ¢quations

gH—‘d‘)“ /((Fd

‘iq(lv.. /bGdc

dH dv '“‘/‘CH ds,

et, par suite, en ajoutant membre & membre (!
i P K .] b

dF 4G a1l -
) f(m_,_z);+z>dv='/(aF+bG—r—cI{)dc.

.

5. Formule de Green. — Si l'on fait dans I'équa-
tion (4)
NG _ ., 4 _ 4
I_—'VFJ-’, _9(2;) Il_“;i—;'q

(') Cette formule est fréquemment utilisée en Physique mathéma-
tique: Laplace s'en est <ervi, le premier, dans la Théorie de la
capillarite.
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¢ et o étant des fonctions de (x, y, z), il vient

dio dlc c120
‘ Jela 7))
dp (lu dp do  dp do
[(dz‘ dr T dy @+d—s_—s>d‘

do do do
( _f,<adr bGL e ds)du.

d?o d?o + d?o

dz? dy? dz?
a été appelée par Lamé parameétre différentiel du second
ordre de la fonction ¢; nous la désignerons par Az, en
posant symboliquement

&

T der T dyr T ds?

Quantau trinéme qui figure dans 'intégrale du seeond

membre, on peut lui assigner une signification tres
simple. En eflet, on a, en général,

do do do
T L
do = e dr dy(}f—f—d ds.
Supposons qu’a partir du point (&, y, z) de la sur-
face ¢, et sur la normale extéricure au volume v, on
porte une longueur infiniment petite dr; les projections

de cette longueur sur les axes sont
dxr = adn, dy =bdn, ds = cdn,

et la valeur correspondante de ds est
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ds désignant la dérivée de la fonction @ suivant la nor-

male & la surface s.
En résumd, sil’on pose
d*e  d*o  dc
—_
Cdar dyr  ds?
) do do  dp do  do do
) — T TR ‘

6 i == - g —t e == =y
(6) dr dr = dy dy 5 ds
do  do b do . dy

dn = %dr (_1.; T ds

P’équation (3) devient

(7) /pA&([c)—T—/7.(l“:fa(—]~“g—({7.
. ' . “dn

Telle est Ta formule de Green (4); elle exige que les
. o do  do . " . .
quantiteés o > 05, 5 —* soient finies, continues et bien
Vde Vdy Vds

détermindes dans le volume v.

6. Modification des formules dans le cas ot le vo-
lume v renferme des infinis. — Supposons que la fonc-
tion I° de Ta formule fondamentale ait une valeur infinie
cn un point Pz, 8, v), dans Pintéricar du volume v.

Concevons une sphére ¢ de rayon infiniment petit 77,
décrite du point P comme centre. On peut appliquer la
formule (1) au volume compris entre les surfaces o et o,

(V) Essai d'application de U 1nalyse mathematique a la théorie
de U'Llectricite et du Magnetisme (Nottingham, 1828), réimprimé
dans le Journal de Crelle (3850), et dans Védition des OFuyres de
Green. En fait, suivant la remarque de M. Emile Mathicu, la for-
mule dite de Green a éte employée dans différents cas par Fourier
et Poisson, avant la publication du Mémoire de Green Sur I’Elec-
tricite. Duhamel et Lamé s'en sont servis, postéricurcment, dans des
Recherches sur la distribution de la temperature dans les corps
solides (Journal de !'Frole Poly technique, \\II* Cahier; 1833,
p. 6g ot 209).
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en étendant a ces deux surfaces 'intégration du second

membre. Si done on désigne par o la valeur de I'inté-

grale /'aF ds’, relative a la sphére infiniment petite,
.

c’est-a-dire la limite de cette intégrale lorsque 7/ déeroit

indéfiniment, la formule (1) est remplacée par la sui-

vante :

(8) Tdc'—/al‘ ds +— w,

et on aurait unc somme de termes w, si la fonction I’
admettait plusicurs infinis dans le volume v.
La formule (6) éprouve une modification analoguc,

. . do do do . .
orsque 1 des ctions » ok ¢ -
lorsque T'une des fonctions g, - dy - devient in
{inie.

LPremier exemple. — Désignant par r la distance
/- 8 1

du point variable (x, 3, £) a un point fixe P(«, 3, v),
de sorte que

(9) 1r=(r —a2+(y—8r—(s—1)

et posant

(10) o= -,

faisons I' = zu dans la formule (1), 7 étant une fonction
finic dans h- \olume .

Sile point P est hors du volume v, 1a formule (1) est
immédiatement applicable; mais, si ce point est dans ce
volume, la formule peut se trouver modifiée, la fonction
devenant infinic lorsque 'on attribue a x, y, z les va-
leurs o, 3, ~.

Considérons I'intégrale

.
w = f.rt‘aaf(l:r.
.

relative a la sphére 57, de rayon infiniment petit /.
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Soit K la valeur de p au point P; on peut, dans U'inté-

gration. remplacer p par K, ct I'on a, sur la sphére,

1

o

r

m:E, [ad:r’,
rb

ct cette valeur se réduit a zéro (n° 2).

Par suite,

La formule (1) s’applique done, quelle que soit la po-
sition du point P, de sorte que, lorsque la fonction o
est définie par les formules (g) et (10), on a, dans tous
les cas,

dy dp , -
(11) /‘p;l;_dvf—!/‘c?(—l;dv _![a,cfds.

[}

o . I
8. Second exemple. — Faisons maintenant ¢ = .

dans la formule (7). On a alorvs

do  r—au >y 1 3(r— )2
ST A am T TR T

. do _  y—i d*o ! 3(y —p»
(12) ?1); T s (1)/3~_;7;+ rd ’
do R d’c?__ 1 3(5— )2

dzs rs ds2 ~ 3 r

Les dérivées sccondes satisfont a I’équation

d’o o d?o
? LS 7
dx? dy?  dz?

(13)

= 0,

et les dérivées premiéres donnent, en ayant égard a la
troisiéme des formules (6),

ro f 5 —
({O:—L<a'r“1+b‘} ’i—t—c {),

:
dn r2 r r r

ou bien, en désignant par = 'angle que lanormale enun
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point M de la surface o, extérieure au volume v, fait
avee le vecteur qui joint le point P au point M,

do cosz

(14) b=

Cela posé et admettant que la fonction p reste finie
dans le volume ¢, deux cas se présentent :

1° P est extérieur & v, r ne devient pas nulj les dé-
rivées de 9 restent finies dans le volume de v, et la for-
mule (7) devient, en y remplacant, d’aprés la rela-
tion (13), Ay par zéro,

(13) /‘)\dv::[pg%do'.

. .

2° P est intéricur & vy on doit alors ajouter au second
membre de I'équation (7) 'intégrale

o
w= /‘9 — d7',
. dn

étendue A la surface d’une sphére déerite, du point P
comme centre, avee un rayon infiniment petit 7/,

On a, sur cette sphére,
=T, COSs = —1, r=r,

et, par suite, d’apres la valeur (14),

de f
dn ~ r'?

On peut d’ailleurs, dans P'intégration, remplacer
par la valeur K de cette fonction au point Py il en ré-
sulte

mais l’intégralcfdcr' représente la surface totale de la
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sphére 55 et cette surface est égale a 4=/'2: done.

w = jw k.
de sorte que I'équation (135) est remplacée par la sui-
vante :

(16) /Itlv: /‘o(k‘;{dc——jtl{.

9. En particulicr, soit z =1 :la deuxi¢me formule (6)
N do
donne % == o, et en remplacant 7. par sa valeur (14)
dans les équations (15) et (16), on a ce théoreme :

Lintégrale

étendue atoute la surface d’un espace limité, est nulle,
; e . sl far > .

ou égale a 4=, suivant que Uorigine P duvecteur r est

extérieure ou (nieéricure a cet espace.

II. — Turorivr pr Porsson.

10. Composantes de Uatiraction. — lmaginons un
espace limité rempli d’'une matiére continue et attirant
un point matériel P. Soit M un point quelconque de cet
espace; désignous par

2, 5, % les coordonnées du point P

&, », 3 les coordonnées du point M;

o la densité au point M

dv un élément de volume renfermant le point M:
m la masse du point P;

r la distance du point P au point M.

La masse de I'édlément dv est ¢ dy. et la force attrac-
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tive agissant sur le point P est, d’apreés la loi de Newton,

mo dy

J

N

r:

f désignant une coustante. Les composantes de cette
force sont

fnzp(:ruac)dv’ fmp(_y——ﬁ)dv’ fﬂ’lﬂf_—_p_i]f.

rs 73 r2

ct I’on a, par suite, pour les composantes de Pattraction
totale exercée sur le point P,

fm/ ——P(T’T 2) dy,
3 _n
fmj p—(—w—‘yrh‘ P)d&‘,

/’m'/‘p(;’;~ Y)dv,

les intégrations s’étendant a tous les déments dv du vo-

lume attirant. Daus ces sommations, la densité p est

constante, ou fonction de (a, y, z)suivanl que la masse

comprise dans ce volume est ou n’est pas homogéne.
Les expressions de ces composantes s’éerivent

SfmX. fmY, fmZ,

AN :fp(—‘r;?l) (lt’,

on posan L

ely—25)
- o v h
(17) .\»—f‘ﬁ‘—_d‘%
_ [els—) ;.
' Z_f_7" L de.
11. Fonction potentielle. — Green a donné le nom

de fonction potentielle a 'intégrale

(18) u = /‘?(I(‘.
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étendue, comme les précédentes, au volume entier de la
massc atlirante.

Le calcul des trois intégrales (17) se réduit, comme
on le verra plus loin, & celui de la fonction potentielle.

12. Les composantes X, Y, Z et la fonction poten-
tielle u, variant avec la position du point P, sont des
fonctions de (=, 3, v). Les valeurs de ces fonctions sont
toujours finies et détermindes; car, sil’on exprime 1'élé-
ment de volume dv en coordonndes polaires (r, 8, &)
ayant pour origine le point P, on a

de = r3sin0 dr dh dy
ct, par suite,

X = /'ffp""lf’-‘:inedr(mdﬂ,
f[fp-yjo'eino dr db dy.
Z:'/:/t/vp»;:Ysinf)dl‘([()//'fJ.
= ///p/'SinOrlrdO dy.

2 = ﬁ; 21, ¢tant les cosinus
e

i

o ST — o
Les quantitds —>

directeurs du vecteur PM, ont une valeur numérique
moindre que 1. Done, les intégrales dont il s’agit n’ont
pas d'éléments infinis, et la valeur de chacune d’elles
reste finie et déterminée.

13. Dérivées premiéres de la fonction potentielle.
— Prenons la dérivée de w par rapport a o; en différen-

tiant sous le signe [, on a

[

dlf: 5_1,{“:_ —ii’l(l":

o T odx ot da
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d’aillcurs, de la relation
rr=(r—a)-+(y—8)+ (s —7v)%

on tire
dr r—a

dx r

du p(r—a) <
P —f_T[IV =X,

de sorte que I'on a

Il en résulte

du . du du
(19) 2;=X’ -(l—ﬁZY’ ——~=Z,

ce qui établit que X, Y, Z sont les dérivées partielles
de la fonction potentielle.

14. Dcrivées secondes de la fonction potentielle. —
Des relations (19) on tire, en différentiant sous le

signe [lcs intégrales (17),
d2u 3(xr — a)? )
d2u 3(y—B)e
£
d

2 .
d*u 3(s—)2
d*ﬂ_fp[ re ]dv'

Si le point P est extérieur a v, les éléments de ces

| =

‘4]_ ]

| =

~
&

intégrales ne deviennent pas infinis, et elles ont par
conséquent des valeurs finies et déterminées. Fn les
ajoutant, on a I'équation de Laplace (1)

du | du s
daz dpr T der T

(1) Theorie de la figure des corps celestes ( Mecanique celeste,
Liv. II, ¢ 11).
Ann. de Mathemat.. 3¢ sirie, t. VI (Octobre 188-). 32
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15. Si le point P est intérieur a v, on voit que,
malgré la transformation en coordonnées polaires, la
fonction a intégrer pour calculer Vune des dérivées
secondes devient encore infinie, parce que r reste au dé-
nominateur. Sans cntrer dans des détails sur la nature
de ces intégrales, qui ont des éléments infinis, nous
abandonncrons ces expressions comme impropres i la
détermination des dérivées sccondes, el nous opérerons
cette détermination d’unc autre maniére.

16. Remarquons d’abord que, la valeur de 7 étant dé-
terminée par la relation
rr=(z—a)2-+(y—p)+(s— )2
si l'on pose, comme précédemment,

T
= -

r

3

’

les dérivées de o par rapport a (=, 3, v) sont respective-
ment égales anx dérivées de la méme fonction par rap-
port i (a. 1, z) prises avee le signe contraire

do 7 o do dv do do

T T de AT T ay ay T as

Cela posé, la fonction potenticlle étant mise sous la

" = [p@ de,

forme

on a, cn prenant sa dérivée par rapport a .

du /‘ dw / / do J
- o 5-dy = - - == dy ]
de ] T s . Y dr
mais, d'apres la formule (o) du n® 7, on a, quelle que

soit la po.sili(m du point P,

"F :(;(: s /,:;‘3 de — /'(1.','7' 5.

s
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On peut donc écrire

du o g
dx _fr?»d—';dv«'/ apy ds.

En prenant encore une fois la dérivée par rapport a o,

il vient
dAru do dp d /‘a do I
doz =) dade T P A
Enfin, ¢ lagant 22 % on obtient la pre
niin, en remplacant T Par — 4 oono tient la pre-

miere des expressions suivantes, les deux autres s’cn dé-
duisant par de simples permutations de lettres,

d*u do dv (" do
& :_fﬁi ;z;d““/“a;d"-

d?u dp do /‘ do

(19) ¢ a3 =— E’ Fl}-/clv - bp(—l}—/(lu,
dru dp dg /‘ _do

| —;1:‘72— ——./‘(—12 —(7: ds —l—. cp }E do.

Eu ajoutant et en posant. comme précédemment
(n"H),
5 dy de dp do | do dy

dr dr " dy dy  ds ds’

do do dw e
Ce—m gt — D7 e,

an = Tdr dy ds
il vient

(20) dru - Lu L /.)\ de + [o o ds.
dx? g2 dy? . J Tdn

Cela posé, si le point P est extérieur au volume v, il
résulte de I’équation (15) du n°8 que le second membre
de Véquation (20) se réduit a zéro, etl’on retrouve ainsi
I'équation de Laplace.

Sile point P est intéricur au volume v, il résulte de
I’équation (16) du n°® 8 que le sccond membre de I'équa-
tion (20) est égal a — 4=k, K désignant la valeur de o



(484)
au point P, dont les coordonnées sont (a, 2, v). Donc,
Jorsque ce point ¢st dans le volume v, la fonction poten-
tielle satisfait a I'équation de Poisson
d2u d*u d>u
21 — e e = ——~ = — K.
(20) dar T ag T gy T
17. Cororrsme. — Nous donnerons enfin la démon-
stration d’un théoréme établi par Gauss et par Chasles
dans leurs recherches sur Tattraction des corps (*). Ce
théoréme, souvent utilisé dans la théorie de I'électricité,

s'énonce comme il suit :

St w est la fonction potentielle de masses, les unes
intéricures, les autres extérieures « une surface
fermée s, on a

o

Pintégrale s'étendant @ toute la surface =, et M étant
la somme des masses qui sont intérieures & cette sur-
Jace.

En cflet, si dans la formule (7) du n® 3, ou p ct 9 sont
des fonctions quelconques, on remplace o par 1 et ©

du
zTnds _fAlL dy.

Or, d’apres 'équation de Poisson, on a, pour un point

par u, il vient

(') Cuasres, Comples rendus des scances de l’Academie des
Sciences, t. VIII, p. 209, et Additions « la Connaissance des Temps
pour Uannée 1845.

Gatss, Mémoire déja cité (Journal de Mathematiques pures et
appliguces, t. VIL, p. 20} et suivantes).

SturM, Note sur un Meémoire de M. Chasles (Journal de Mathe-
matiques pures et appliqudées, 1. 1T, p. 345).
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quelconque, en désignant par K la densité en ce point,
Au = — 47K,

il en résulte, conformément a I’énoncé,

fgi—izlsz—jnfl{dc>:—4ﬁhl;

ct P'on doit se rappeler que, dans cette formule, la dé-

., du . . .
rivée = est prise, en un point de la surface &, suivant
[z

la normale en ce point extéricure au volume limité par
la surface.




