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PROPRIETES GEOMETRIQUES DES POLYGONES FUNICULAIRES ;
Par M. E. ROUCHE (1).

DEFINITION DES POLYGONES FUNICULATRES.

1. Si, sur la ligne d’action d’une force, on porte, a
partir du point ou cette force est appliquée et dans le
sens suivant lequel elle agit, une longucur ayant avec
I'unité de longueur un rapport égal a celui de la force
A Punité¢ de force, on obtient un segment rectiligne
qu’on nomme segment représentatif de la force. Nous
donncrons le nom de vecteur de la force i tout segment
ayant la méme grandeur, la méme direction et le m¢me
sens que le segment représentatif. Tandis que lc seg-
ment représentatif détermine la force en grandeur, posi-
tion et sens, le¢ vecteur ne donne que la grandeur, la
direction et le sens de la force.

Nous nommerons polygone des vecteurs d’un systéme

de forces Fy, Iy, Iy, Fy, F; la ligne brisée
a,a,a; a, a;ag,

obtenue en menant bout a bout, a partir d’une origine
arbitraire a,, les vecteurs respectifs @, ay, azay, aza,,

(*) Extrait des Lecons de Statique graphique faites au Conserva
Loire des Arts et Métiers cn 1886-1887.
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asas, asag des forces considérées. Il est clair que la
connaissance des points d’application des forces et du
polygone des vecteurs définit pleinement un sysieme de

forces (fig. 1).

Fig. 1.

Quand les forces sont appliquées a un corps rigide,
on peut déplacer le point d’application de chacune
d’elles sur sa ligne d’action. On définit alors le sys-
téme en donnant, outre le polygone des vecteurs

QG xaza, as;,

les lignes d’action Dy, D,, D3, D;, D, des forces, lignes
d’action qui sont d’ailleurs respectivement paralléles
aux cOtés a,a», asay, aza,, asa,, asas du polygone des
vecteurs.

2. Nous ne considérerons ici que des forces appli-
quées a un corps rigide et toutes situées dans un méme
plan.

Un tel systeme (Fy, Iy, F3, Fy, IYy) élant donné par
les lignes d’action D,, D,, D,, Dy, Dy et le polygone
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des vecteurs a,a,asa,asag, prenons a volonté dans le
plan des forces un point p auquel nous donnerons le
nom de péle du polygone des vecteurs, et joignons ce
pole aux divers sommets de ce polygone par des droites
pai, pas, pas, pai, pas, pag (ue nous nommerons
rayons polaires.

Menons une paralléle quelconque wez, au premier
rayon pa,, jusqu’a sa rencontre o, avec laligne d’action
D, de la premiére force I, ; puis, tirons par a, la paral-
léle a2y au second rayon jusqu’a sa rencontre o, avec
la ligne d’action D, de la scconde force F,; et ainsi de
suite. Enfin par le point o ou la paralléle a; o, a avant-
dernier rayon pa; rencontre la ligne d’action Dj; de la
derniére force Fy, menons a5¢ paralléle au dernier
rayon pas.

Nous obtiendrons de la sorte une ligne brisée

WAy Ay A3 Xy A5 O,

dont le premier et le dernier ¢6té wa, et ayp sont indé-
finis, et a laquelle on donne le nom de polygone funi-
culaire, relatif au pole p, du systéme des forces consi-
dérées.

Pour que la construction réussisse, il faut que cha-
cune des lignes wa,, a,a, #,a3, ... coupe la ligne
d’action de la force suivante; il en sera toujours ainsi,
si 'on choisit pour podle p un point non situé sur les
cOtés du polygone des vecteurs ou sur leurs prolonge-
ments; car les rayons polaires coupant alors les cotés
de ce polygone, les paralléles 4 ces rayons couperont
les lignes d’action correspondantes.

Dans le cas ou les forces sont paralléles, la construc-
tion d’un polygone funiculaire n’ofire aucune particula-
rité, mais les cOtés du polygone des vecteurs sont alors
sur unc méme ligne droite et le pole p peut étre pris a
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volonté en dehors de cette droite indéfiniment pro-
longée.
nfin, dans le cas d'un 1 one des
Enfin, dans] d’une force unique, le pol de
vecteurs se réduit a un segment unique a,a,, et un po-
lygone funiculaire se compose seculement de deux cotés
indéfinis wa, 2z qu’on obtient en menant, par un point
! . b . \
quelconque « delaligne d’action, des paralléles aux deux
rayons polaires pa, ct pa.
ans les figures suivantes, pour ne pas compliquer
D les fig tes, p liq
inutilement, nous désignerons par la méme lettre une
force quelconque ct sa ligne d’action; nous emploic-
rons d’ailleurs la notation

(Fh}‘?v "'an; ap, Az, -~-van.+l)

pour désigner le systéme des forces ayant Iy, F,, ..., I,
pour lignes d’action ¢t @, a, . .. a,,, pour polygone des
vecteurs.

Levmes pE GeomETRIE.

3. Soient ABC, A'B'C’ deux triangles tels que les
cotés AB et AC de l'un soient respectivement paral-
leles aux cotés A'B et A'C! de ['autre. Si par le som-
met A du premier on méne la paralléle AD a la base
B'C’ du second, et que par le sommet A’ du second on
meéne la paralléle A'D a la base BC du Apremier, les
points D et I diviseront les bases BC et B'C' en parties
inversement proportionnelles ( fig. 2).

En cffet, les triangles ABD, A’B'D’ ayant leurs cotés
parall¢les sont semblables et donnent, en grandeur ct
en signe, la proportion '

.DB _DA,
DA~ D'B”

on a de méme, par les triangles scmblables ADC,
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A'DC,
ba _ pa.
DC — D'A”
et il suffit de multiplier ces deux égalités membre a
membre pour obtenir la relation

DB _ D'C'

w D¢ = DB

qui exprime le théoréme énoncé.

Fig. ».

A1
/{
. ) / \ o
B ¢ Y’
~ , R

U

Il résulte d’ailleurs de 1'égalité de ces rapports en
grandeur ct en signe que : suivant que D tombe entre
B et C, sur le prolongement de BC ou sur le prolonge-
ment de CB, D' tombe entre B et C', sur le prolonge-
ment de C'B' ou sur le prolongement de B'C'; la valeur
commune des rapports (1) est dans le premier cas né-
gative, dans le second cas supérieure a 1, enfin dans lc
troisiéme cas comprise entre o et I.

4. De la proposition qui précéde on déduit immédia-
tement la suivante :

Les bases BC, B'C' de deux triangles variables ABC,
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A'B'C étant fixes, et les cotés AB et AC restant res-
pectivement paralléles ¢ A'B et A'C', si le sommet A
du premier triangle décrit une droite L paralléle & la
base B'C' du second, le sommet A’ du second triangle
décrira une droite I paralléle a la base BC du pre-
mier.

En effet, soit A une position quelconque, surla droite
L, du sommet du premier triangle; si, par la position
correspondante A’ du sommet du second triangle, on
meénc la paralléele A’L’ & BC, le point D' ot cette paral-
léle coupera B'C’ devra, d’aprés le théoréme précédent,
diviser la basec B'C’ dans un rapport constant. Done ce
point D' restera fixe quand le point A se déplacera sur
la droite L; par suite, lc point A’ restera sur la paral-
lele I/ menée par le point fixe IV a la base immobile

BC.

5. Nous supposerons connus du lecteur les tracés
usuels relatifs aux figures homologiques (*).

Toutefois nous croyons devoir ajouter ici quelques
mots sur le cas important ou le centre d homologie est
a Uinfini dans une direction donnée. Un couple (a, a')
de points homologues suffit pour indiquer cette direc-
tion homologique; L désignant I'axe d’homologie, on
obtient alors I’homologue m’ d’un point quelconque m
de la premiére figure T en prenant l'intersection de la
parallele mu & aa’ ev de 'homologue sa’ de la droite sa
qui joint le point m au point a ( fig. 3). La proportion
¢vidente
um' aa'

wm  aa

(') Voir le Traite de Geometric dc MM. E. Rovcur ct prL CoM-
BEROUSSE (5' ¢dition, no® 728, 729 et 730)
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R le r wm' ’
prouve que le rapport W cst constant, ¢n sorte quon

déduit la seconde figure X' de la premiére ¥ en dilatant
dans un rapport constant, qu’on nomme rapport d’ho-
mologie, les ordonnées aa, ..., um, ..., comptées i
partir de I’axe d’homologie L parallélement a la dirce-
tion homologique.

On peut méme donner un peu plus d’extension a
cette régle en comptant les ordonnées paralltles a la
direction homologique 4 partir d’une droite quelconque
t0) pour la premiére figure S pourva que 'on compte les
ordonnées de la seconde figure X' a partir de la droite
"6 homologue de 705 car, si n et 7’ désignent les points
ou t0 ct ¢'0 rencontrent wmm', les rapports

, '
goronn

’
m mn

¢tant ¢gaux I'un et 'autre au rapport g d’homologic, il
en sera de méme du rapport

pm' —pn' n'm'
s 0 —_—

Lm —pn nm

AXE COMMUN A DEUX POLYGONES FUNICULAIRES
D,UN MEME SYSTEME DE FORCES.

6. Si Uon considéere deux polygones funiculaires
quelconques relatifs & un méme systéme de forces, les
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points ol les cotés du premier rencontrent respective-
ment les cotés homologues du second sont situés sur unc
méme droite.

Cette ligne, que nous nommerons I'axe commun aux
deux polygones, est paralléle & la droite qui joint les
deux piles et est située & distance finie, si les deux po-
lygones ont des piles distincts; elle est a Uinfini, si les
deux polygones ont le méme péle.

Le théoréme est évident dans le dernier cas; car,
lorsque les deux polygones funiculaires ont le méme
pole, deux cotés homelogues quelconques sont paral-
1¢les entre cux.

11 suffit donc de s’occuper du premier cas. Désignons
les deux polygones funiculaires par P et P’ et leurs
poles respectifs par p et p; appelons en général S; I'in-
tersection des deux cOtés ox_y ok, %, o) de rang k, les-

quels sont respectivement paralléles aux rayons polaires
pax, plag; dailleurs a; et 2, sont situds sur la ligne
d’action de la force Fy dont le vecteur est arapy,. Con-
sidérons les deux triangles axpp’, Spapay; Ie coté axp
est paralléle & Spay et le coté agp’ est parallele a ;o).
Si, les bases pp/, a,a; restant fixes, les sommets a; et
S, se déplacent de maniére que les cotés qui étaient
d’abord paralléles conservent leur parallélisme, ax,, pp’
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et Sgyyax2; scront deux autres positions correspon-
dantes des triangles variables. Mais le déplacement
ayajyy du sommet du premier étant paralléle a la base
a9, du second, il faut (n° 4) que le déplacement
54544+ du sommet du second soit paralléle a la base pp/
du premier. Ainsi tous les segments §,8,, S,S;, ...,
S.S.41 sont paralléles a pp’, et, comme chacun d’eux a
un point commun avec le suivant, tous ces segments
sont sur une méme droite paralléle a pp’. D’ailleurs cette
droite est a distance finie; car, puisque les poles p ct p/
ne sont pas situés sur les cotés (indéfiniment prolongés)
du polygone des vecteurs, de deux sommets consécutifs
@k, apyy de ce polygone, 'un au moins, ax par exemple,
n’est pas en ligne droite avec pp'; les rayons polaires
pak, p'aix sont dés lors distincts, et par suite les cotés
Uk_4 %ky Op_, %y, quI sont respectivement paralléles a ces
rayons, se rencontrent en un point Sy situé a distance
finic.

7. Ce théoréme facilite le tracé des polygonces funi-
culaires satisfaisant a certaines conditions. Voici un
cxemple :

Ltant donné un polygone funiculaire Pwa ayayay,
de péle p, pour un systéme de forces

(FlaI‘%FS, F/,; ai,llg,(l;;,ag,a‘;),

construire pour ce méme systéme de forces un second

polygone funiculaire P', de péle donné p', et dont un
7 .,

coté de rang assigné, le second, par exemple, passe

par un point donné 1.

On aura d’abord le sccond coté o, du polygonc P’
en menant par lla paralléle au rayon polaire pa, ; on en
déduira le point S,, intersection des deux seconds cotés,
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ct enfin 'axe L commun aux deux polygones P et P/ en
menaut par S, la paralléle a pp'.
Cela fait, au lieu de construire le polygone P’ d’aprés
la définition méme du n® 2, on pourra employer I'axe L:
Soit pour tracer immédiatement un coté de rang as-
signé; on obtiendra, par exemple, le quatriéme o} o, en
menant, par le point S, ou I'axe L rencontre a3, une
parall¢le au rayon p'a,;
Soit pour tracer les cotés successifs du polygone P’
sans faire intervenir le polygone des vecteurs; en pre-

nant, en cflet, les points Sy, S., S;, Si, S5 on I'axe L
rencontre les cotés way, wsag, %39, 9% du po]ygonc
P, on aura de proche en proche les cotés correspondants
w'a,, 2, @y, aya,, 2,9 en menant successivement S, o,

ngl’._,, S',al:‘, Sgd’,'.

LLiEU DU POINT DE RENCONTRE DE DEUX COTES
DE RANGS ASSIGNES.

8. Si, dans chacun des polygones funiculaires (en
nombre infini) qui sont relatifs & un méme systéme de
forces, on prend le point de rencontre du cété de rang
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iet ducoté de rang k, le lieu de ces points est une
droite paralléie & la corde a;a; qui, dans le polygone

aine du cété de rang i & l'ori-

des wvecteurs, ]Ollll l Ol'lb 5

gine du coté de rang k.

En cffet, soient P et P’ deux polygones funiculaires
quelconques du systéme; p et p/ leurs poles; S; inter-
section des deux c6tés de rang i, et S; I'intersection des
deux cotés de rang &; enfin m intersection des ¢otés de
rang i ¢t k dans le polygone P et m' Pintersection des
cOtés de rangs ¢ et & dans le polygone P's m et m/ seront
deux points quelconques du lieu ct ils seront a distance
finie, si, @; et a, étant distincts comme le suppose ’énon-
¢é, la droite indéfinie pp’ ne passe ni par a; ni par ay.

Considérons les triangles pa;ag, mS;Si; le ¢oté pa;
est parallele a mS; et le coté pay paralléle & mSy. Si,
les bases avax, S;Sy restant fixes, les sommets p et m se
déplacent de maniére que les cotés d’abord paralléles
conservent leur parallélisme, p'a;ax et m'S;S; seront
deux autres positions correspondantes des triangles va-
riables. Mais le déplacement pp'du sommet du premier

Fig. 6.

/s
’’

-
7
’

’

étant paralléle a la base §;S; du second (n° 6), il faut

(n° 4) que le déplacement mn/ du sommet du second

soit parallele a la base a;ax du premicr. Ainsi la droite
Ann. de Mathemat.. 3* <¢ric, t. VI. (Octobre 1887.) 30
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qui joint deux poiuts quelconques m ct n du lieu est
paralléle & «,ax; donc tout point m du licu est sur la
droite & menée par 'an d’cux »/ parallélement a a, ay.
Inversement tout point p. de cette droite A appartient au
licuj car, si 'on désigne par D une droite quelconque
passant par u et distincte de %, et si P'on considére un
polygone funiculaire du systéme ayant cctte droite pour
coté de rang i et un pole w diflérent de a,, le coté de
rang k dans ce polygone coupera la droite D en un point
appartenant au licu ct par conséquent situé sur X; or @
est le seul point commun aux droites D et %5 done p

appartient au licu.

9. On dit que le polygone des vecteurs d’un systéme
de forces Iy, Moy ooy Iy o5t fermé lorsque son origine
a,y cLson extrémité a,,, comcident.

Un polygone faniculaive est dit fermé lorsque le pre-
nmicr ¢oté way et le dernier o, o comceident avee la droite
%y %, qui joint le premier au dernier sommet.

Quand l¢ polygone des vecteurs d’un systéme de
forces est ouvert, on peat rencoutrer parmi les poly-
gones funiculaires du systéme les trois types : polygone
fermé, ou polvgone ouvert et ayant le premier et le der-
nicr coté soit paralleles, soit concourants. Un excmple
suflit pour mettre le fait hors de doute. Que 'on consi-
dére deux forces concourantes Iy et Iy, si 'on prend le
pole hors de la droite @, a; qui joint Porigine a Iextré-
mité du polygone a,asa, des vecteurs, on a évidem-
ment un polygone funiculaire ouvert dont le premier et
le dernicer coté sont concourants; si 'on place au con-
traire le pole sur @, a,, le premier et le dernier coté du
polygone funiculaire seront concidants ou paralléles
suivant qu’on fera ou non passer' le premier c6té par le
point de concours des deux forces.
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Mais, quand le poly gone des vecteurs d’un systéme
de forces Iy, 1, ... I, est Jermé, si un Polygone
Suniculaire du sysiéme est fermé, tous les polygones
Juniculaires du systéme sont fermés.

En eflet, si le polygone des vecteurs ay,as .« . apyy
est fermé, ¢’est que a,, coincide avee a, 5 a4 et @, sont
donc deux points distinets et aya, est paralléle & Fy,.
Or, le polygone des vecteurs étant fermdé, dans tout po-
lygone fumiculaire du systéme le¢ dernier coté a,o
aura la méme direction que le premier wa, et, pour
qu’un tel polygone funiculaire soit fermé, il faut et il
suflit que le premicr coté waz, et Pavant-dernier a,_, ay,
cest-a-dire le ni®™e concourent sur Iv,. Mais, si cela a
licu pour I'un des polygones funiculaires, la droite F,,,
qui est, avons-nous dit, parall¢le a a,a,, sera (n® 34) le
licu des points de’rencontre du premicr et du niéme
coté des divers polygones funiculaires du systéme; tous

“ces polygones sont donc fermes.

11 suit de 14 que, si le polygone des vecteurs d’un
systéme de forces est fermé et si U'un des polygones
SJuniculaires du systéme est ouvert, tous les polygones
Suniculaires du svstéme seront ouverts.

Observons encore que, dans le cas particulier d’un
systéme de forces concourantes, si le polygone des
vecteurs est fermé, tous les polygones funiculaires sont
fermés. En ellet, il sufiit, d’aprés ce qui précéde, de
montrer que la chose a lieu pour un polygone funicu—
laire du systéme. Or, si 'on fait passer le premicr coté
d’un polygone funiculaire par le point de concours des
forces, ce polygone se réduit évidemment a la droite
menée par ce point de concours parall¢lement au pre-
micr rayon polaire.

10. Revenons maintenant au théoréme du ne 8.
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Nous avons supposé a; et a; distincts; car, lorsque a,
et ax se confondent, la direction a;a; n’est plus déter-
minée ct I’énoncé v’a plus de sens. Mais quel est alors
le liew des points de rencontre des cétés de rangs i
et k?

Considérons le systeme particl formé par les forces F;,
Figry ooy Fr_yj la ligne brisée a;aiyq .. . ax est le po-
lygone des vecteurs de ce systéme partiel, et, si way ... a,9
est un polygone funiculaire du systé¢me total Iy ... F,,
%i_y ... 24_y 24 seraun polygone funiculaire du systéme
partiel I F;, ... IY4_y. Dans notre hypothése le poly-
gone des vecteurs a;ayy « . . a; est fermé, puisque a; et
ay se confondent; done, si I'on considére tous les poly-
gones funiculaires du systeme, les cotés a;_y oy, etog_y ok
seront soit toujours paralléles et distincts, soit toujours
confondus. Le tracé d’un polygone funiculaire d’essai
montrera quel est celui des deux cas dans lequel on se
lrouve.

Dans le premier cas, le lieu est évidemment la droite
de Uinfini du plan. Dans le second cas, tout point m du
plan appartient au liew; car, sil'on construit un poly-
gouc funiculaire du systéme en faisant passer son coté
a;_yo; de rang i par m, le coté ax_,ax de rang &, coin-
cidant avec o;_y a,, passera aussi par /m.

LLIEU DES POLES DES POLYGONES FUNICULAIRES PASSANT
PAR DEUX POINTS DONNES.

11. 8i, parmi les polygones funiculaires d’un sys-
teme de forces, on considére seulement cewx dont deux
cotés de rangs assignés i et k passent respectivement
par deux points donnés 1 et K, le lieu des piles de ces
polygones est une ligne droite paralléle a IK.

Cherchons un point « du lien qui soit situé sur unc
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droite déterminée axY et menée d’ailleurs & volonté par
le point ay.
Supposons qu’on ait déja tracé un polygone funicu-
laire quelconque P’ du systéme de forces considéré

(Fy .. Fus ay oo anvr),

ct soit p’ son pole. Désignons par X une droite qui n’est
autre que a;a; lorsque les points a; et a; sont distincts,
mais qui, si a; ct ax sont confondus, est une droite
menée a volonté par ;. Tracons des paralléles a X par
les points I et K jusqu’a leurs rencontres respectives I
et K" avec les cotés o) _, a;, o _, o de rangs i et k dans le
polygone funiculaire P'; enfin, par p/, menons la paral-
léele a 'K’ et prenons son intersection a avec X. Soient
Ji et fi deax forces ayant, la premiére pour vecteur a;a
et pour ligne d’action IT', la seconde pour vecteur aay
et pour ligne d’action KK’ et considérons le systéme
de forces (/11 Fipy ... Fs_y fa3 aa;. .. axa). Le poly-
gone Q'la;. ..o, K'Q est un polygone funiculaire,

Fig. 7.

%)

de pole p’, pour ce systéme de forces, et comme il est
fermé ainsi que le polygone des vecteurs, tout autre
polygone funiculaire du méme systeme de forces scra
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fermé; done, en particulier, celui P, de ces polygones
qui, ayant pour })6]e P aurait son prcmicr coté passant
par I. Mais les cotés de ce polygone Py, autres que le
premier et le dernier, seraient précisément les cotés
Oy iy« ooy gy %x du polygone P; donc, puisque P,
doit ¢tre fermé, son premier et son dernier ¢oté se con-
fondent avee IK; par suite, pa est paralléle a IK, en
sorte qu’on obticnt le point p en menant par le point
connu a la parall¢le a IK et prenant Uintersection de
cette droite avee az Y.

Ainsi tout point p du lieu se trouve sur la droite L
mendée par le point « parallélement a IK.

D’ailleurs, tout point m de cette droite appartient au
licu; car, puisque, ea vertu du raisonnement ci-dessus,
il y a, sur chaque droite issue de az, un scul point du
licu, le point du licu qui est sur azm, devant en méme
temps appartenir a L, coincide avee me.

En définitive, le licu cherché est une droite paralléle
aIK et passant par un point « qu'on détermine par la
regle suivante :

Fig. 8.

”"V&\ ?7‘ 7

Traces un polygone funiculaire quelconque P' du
systeme de forces proposé (s’il s'en trouve un déja
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tracé sur la figure, il convient évidemment d’en pro-
fiter); prenez les points 1 et K' oit les cétés de rangs i
et k rencontrent respectivement les paralléles menées
parletK ¢ une droite X, qui est la droite a;ay si a; et
ay sont distincts, ou une droite menée & volonté par
a; si a; et ay se confondent ; enfin, par le péle du poly-
gone auxiliaire P’ menez la paralléle a Y'K': cette pa-
ralléle rencontrera la droite X au point cherché a.

La fig. 8 est relative au cas on les points a; et a;
sont distincts; la fig. 7 se rapporte au cas ou ces points
sont confondus, alors les cotés o), o), o), o) de rangs i
et k dans le polygonc auxiliaire P’ ont la méme direction
p'a;. Nous avons supposé ces deux cotés distinets; s’ils
se confondent, la droite I'K’ se confond avece eux, et la
droite p'a, devenant p'ag, le point @ ne difiere pas de a;;
dans ce cas, le licu est done la paralléle a IK, menée
par les points confondus a; ct a;.

l)ROPI{IﬁTﬁS SPECIALES DES POLYGONES FUNICULAIRES
RELATIFS A UN SYSTEME DE FORCES CONCOURANTES OU

PARALLELES.

12. Deux polygones funiculaires quelconques P et
P d’un méme systeme de forces concourantes sont
deux figures homologiques; en d’autres termes, si %
est une figure quelconque dont le polygone P fait partie,
ct si I'on construit la figure ¥ homologique de T en pre-
nant pour centre d’homologie le point de concours O
des forces et pour axe d’homologie I'axe commun L
(n° 6) aux deux polygones P et P', le polygone P’ sera
la partie de X’ qui est ’homologue de P ( fig. 9).

En cfiet, prenons respectivement sur les deux pre-
micrs cotés wzy et w2z, des polygones funiculaires P et
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P’ deux points o et & en ligne droite avec le point O.
Puis avec le centre d’homologie O, 'axe d’homologic L
et le couple (v, w') de points homologues, construisons
la figure ¥’ homologique de £; ’homologue du premier
cOlé wz, de P sera le premier coté o'a) de P/, puisque

Fig. 9.

w'd, passe par o' homologue de w et coupe I'axe L au
méme point Sy que way. Dailleurs I'homologue du
sommet a; de P devant étre a la fois sur Oo, et sur
sera précisément le sommet o, de P'. Dés lors on

'
1

voit de méme que o o, est 'homologue de o o, et que o4
1 % 3 1% €L 2

wa
cst I'homologue de o5 et ainsi de suite.

13. Lorsque les deux polygones funiculaires P et P’
sont relatifs a des forces paralléles, le centre d’homo-
logie passe a I'infini dans la dircction des forces. I est
d’ailleurs aisé de voir que le rapport d’homologie est
alors égal en grandeur ct en signe au rapport des dis-
tances polaires ep, ¢'p’ (fig. 10).

En eflet, soit m Pintersection de @, ay et de pp/, S,
Uintersection de w2y et de w'a), enfin p le point ou
2y %, coupe Vaxe commun aux deux polvgones, ¢’est-
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a-dire la paralléle menée par S, a pp'; les deux triangles
pa,p’, 25,4, se trouvent dans les conditions du n° 3,
les cotés a,p et S,y sont paralléles, ainsi que les cotés
ap' el S, o, et la droite a,m est menée par le sommet

Fig. 1o0.

du premier parallélement 4 la base a2, du sccond,
tandis que la droite S, u est menée par le sommet du
second parallélement a la base pp’ du premier; on a
done, en grandeur ct en signe,

piy, _mp _ep.

1y

way  mp' T ep

ce qui démontre le fait énoncé, puisque la droite S,
étant I'axe d’homologie et (a4, ) étant un couple de
points homologues, le premicr des rapports ci-dessus
exprime le rapport d’homologie. Ainsi :

cux polygones funiculaires quelcongues P e

D polyg l quelcong Pet P
‘un mdcéme systéme de forces paralléles sont deux

d ) /

JSigures homologiques, dont les rayons homologiques

sont paralléles aux lignes d’action des forces, dont

Uaxe d’homologie est I’axe commun aux deux poly-

gones et dont le rapport d’homologie est égal au rap-
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port inverse des distances polaires. Ce rapport est
d’ailleurs égal & celui des ordonnées de deux points
homologues quelconques m et m! des deux polygones,

les ordonnées nm, n'm/ étant paralléles aux forces et
comptées respectivement & partir de dewx droites ho-
mologues quelconques uy, et u'v' des deux figures

(fig.13).

POLYGONE FUNICULAIRE PASSANT
PAR TROIS POINTS DONNES.

14. Ltant donnés trois points quelconques I, U, K
dans le plan d'un systéme de forces

(FyFaut Fpy ayas ..o @piy).

on demande de tracer le polygone funiculaire P dont
le coté de rang i passerait par l, le cioté de rang h
par Het le coté de rang k par K.

Il suffit évidemment de trouver le pole p du polygone
demandé P.

Or ce pole p apparticnt au lieu des poles des poly-
gones funiculaires dont le coté de rang i passerait par I
ct le coté de rang /o par Hj il appartient aussi au licu
des poles des polygones funiculaires dont le coté de
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rang /i passerait par H ct le coté de rang & par K; on
sait (n° 11) construire ces deux lieux qui sont des
droites respectivement paralleles a IH et HK; Uinter-
section de ces deux droites sera le point cherché p.

On pourrait d’ailleurs 4 'un de ces deux lieux sub-
stituer celui des poles des polygones funiculaires dont le
coté de rang ¢ passe par et le coté de rang & par K, et
obtenir de la sorte une vérification.

Telle est la méthode générale. Mais, si les forces sont
concourantes ou paralléles, il vaut mieux recourir aux
propriétés spéciales des n* 12 ct 13. On a alors par le
point de¢ concours ou par la direction des forces le
centre d’homologie ou la direction homologique des
polygones funiculaires du systéme. Done, en prenant
les intersections respectives des rayons homologiques
des points I, H, K ¢t des cotés de rangs 7, 2, k dans
un premier polygone d’essai P/, on aura immédiatement
les homologues I, H', K’ des points I, 11, K du polygone
demandé P; on pourra alors trouver tous les cotés de
ce polygone P. méme indépendamment les uns des
autres, a I'aide des tracés indiqués au n° 7.

15. Tout ccla est si facile qu'un exemple suffira.
Nous choisirons a cet cffet le systéme de deux forces
concourantes (Iy, Fy; a, ayay) auquel nous appliquerons
successivement les deux méthodes; le premier coté
devra passer par I, le deuxiéme par 11 ¢t le troisi¢me
par K.

La fig. 12 estrelative 4 la premiére méthode; w'a'o, ¢/
est un polygone d’essai dont p’ est le pole. En menant
II" et HH' paralléles a a, aa, puis par p' la paralléle p'a
a I’'H et enfin par x la paralléle a 'H', on a (n° 11) le
licu 2, des poles des polygones funiculaires dont le pre-
mier c6té passe par I ct le second par H. De méme en
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menant HH, et KK’ paralléles 4 asa;, puis par p’ la
paralléle p’ y a H| K’ et enfin par y la paralléle 4 HK, on
a le lieu &, des poles des polygones funiculaires dont le
deuxi¢me coté passe par H et le troisiéme par K.

Fig. 12.

Le point p commun a X, et &, sera le pole du poly-
gone cherché P; son premier coté sera la paralléle wa,
a pa, menée par Ij puis, o, H et ;K seront les cotés
suivants; comme vérification, ces cOtés doivent étre res-
pectivement paralleles aux rayons polaires pa, et pa;
que nous n’avons pas tracés pour ne pas compliquer
inutilement la figure.

La fig.13 estrclative a la seconde méthode; w'a) o), o’

Fig. 13.

¢étant toujours un polygone d’essai dont le pole p' est
arbitraire, on prendra les intersections I, H/, K/ de ses
cotés successifs avee les rayons homologiques OI, OH,
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OK, et il restera, pour avoir le polygone demandé P,
a construire la figure homologique de w'a 2, ¢’

L’homologue u du point ¢’ ou w'a, coupe H'K’ sera
sur Ou’ et sur HK; en le joignant au point I, on aura la
droite homologue de I'd/, c’est-a-dire le premier coté
wla, du polygone P dont le deuxiéme coté sera oy Ha, et
le troisieme a, Ko,

16. L’une et I'autre construction peuvent ¢tre nota-
blement abrégées par un choix convenable du polygone
d’essai P, si un tel polygone ne se trouve pas tracé
déja pour d’autres besoins.

Reprenons a ce point de vue la premiére méthode. En
prolongeant KH (fig. 14) jusqu’a sa rencontre «) avee

I,, on peut considérer I« et o, H comme le premier et
le second c6té d'un polygone funiculaire dont le pre-
mier coté passerait par I ct le second par H; son pole
p' s’obtiendra en menant a,p’ ct a,p’ respectivement
paralléles a I, et a HK, ct la paralléle %y menée par p’
a IH sera le lieu des poles des polygones funiculaires
ayant leur premier ¢oté passant par I et leur sccond par
H. De méme, en prolongeant IH jusqu’a sa rencontre o),
avee Fa, on peut considérer Ha et of,K comme le
dcuxiéme et le troisieme coté d’un polygone funiculaire
dont le deuxiéme coté passerait par H et le troisiéme par
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K son pole " s’obtiendra en menant aap” et ayp” res-
pectivement paralléles a 1H et a o, K, ct la paralléle 2,
mende par p" a HK sera le licu des poles des polygones
funiculaires ayant leur deuxiéme coté passant par H et
le troisicme par K. Donc Pintersection de Xy et de X,
¢’est-a-dive le sommet p opposé a a, dans le parallélo-
gramme ayp' pp”sera le pole du polygone cherché P. On
aura le deuxi¢me c¢oté 2, 2, enmenant par I la parallele
a pay; puis lo, et 25K seront le premier et le troisiéme.

Yeprenons de meéme la seconde méthode : En pro-
longeant KH jusqu’a sa rencontre o avee 1Yy, I, ct

Fig. 15.

K4

o, Ha, seront les deux premiers cotés d’un polygone
funiculaire dont le premier c6té passe par T et le second
par 115 son pole p’ s'obtiendra en menant a,p et asp
respectivement paralléles a Io, et a HK, et I'on aura le
troisiéme c¢OLé o, %’ en menant par a, la paralléle & plag;
mais le polygone o'a) o, ¢! et le polygone cherché P ont
évidemment pour axe d’homologic la droite IH qui est
leur axe commun; done, il suftira de prolonger ¢'a,
jusqu’a sa rencontre S avee IH et de joindre SK pour
avoir le dernier coté ay9 du polygonge Pj le second coté
. sera ensuite o, Hay et le premier oI (fig. 15).

La construction que nous trouvons ainsi par la consi-
dération des figures homologiques aussi bien que la
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précédente sont remarquables par leur élégante sim-
plicité.

POLX GOMNE FUNICULAIRE PASSANT PAR DEUX POINTS DONNES
ET AYANT UNE DISTANCE POLAIRE DONNEE.

17. Apres les détails dans Jesquels nous venons d’en-
trer, il suffira de quelques mots sur ce nouveau pro-
bléme :

Etant donnés deux points quelconques 1 et 11 dans
le plan d’un systeme de forces

(B Faol Ty aray. ooy ),

on demande de tracer un polygone funiculaire P dont
le cété de rang i passe parl, le céte de rang I par H et
dont le pole p soit & une distance donnée ¢ de la droite
qui, dans cc polygone des vecteurs, joint le point a; au
poinl ay.

Le pole inconnu p doit étre d’abord sur I'une des deux
paralleles a a,ay situées de part et d’autre ct a la dis-
tauce ¢ de cette droite. Il1doit étre en outre sur la droite
licu des poles des polygones funiculaires dont les cotés
de rangs i et & passent respectivement par I et H. Cette
droite coupe les deux premiéres en deux points p et p,.
1l y a donc deux solutions; la solution serait unique si
Ton donnait, outre la valeur absolue ¢ de la distance
polaire, le sens de cette distance.

Si les forces concourent en un méme point O, on
construira un polygone d’essai P’ en prenant un pole
pl

convenable st le sens de la distance est donné. Les

a la distance ¢ de a;as, portée d’ailleurs du coté

rayons homologiques O, OH fourniront par leurs ren-
contres respectives avee les cotés de rangs i et & du po-
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lygone P’ les points 1' ¢t H' homologiques de 1 et H;
I'axe d’homologie des polygones P et P’ s'obtiendra en
menant par le point de rencontre S'de IH et I'H la pa-
rallele SL a pp'y c’est-a-dire la paralléle & a;a,; on aura
donc plus de données qu’il n’en faut pour construire le

polygone P homologique de P'.

18. La solution par les figures homologiques devient
d’une extréme simplicité dans le cas oi les forces sont
paralléles. Soit, pour fixer les idées, le systéme de trois
forces paralléles (17, Fo I3 ; @y as a3 a,) ctsupposons qu'on
veuille que le premicr ¢oté du polygone funiculaire

Fig. 16.
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demandé P passe par 1 ct le dernier coté par H. On
construira un polygone funiculaire d’essai P’ ou
w'd| 2,00 4 Paide d’un pole p' qui soit a la distance
donnée ¢ de @, a, et dans le sens voulu; puis on ménera
par I et H des paralléles aux forces jusqu’aux points
d'intersection de ces rayons homologiques avec le pre-
micr ¢oté o'z, et le dernier coté ajo du polygone P';
ces points d’'intersection I’ et H' seront les homologues
de I ct K. Mais les polygones P et P’ ayant leur rapport
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d’homologie égal a I'unité (n° 13) puisque leurs distances
polaires sont égales et de méme sens, les ordonnées cor-
respondantes comptées respectivement a partic des
droites homologues 1H, 1'H’ scront égales et de méme
signe. llsuffira donc, pouravoirle polygonel’, de prendre
Byay, Paas, Byay respectivement égales a Bla|, B,a),
B, e, et de méme sens. Des vérifications simples peuvent
d’ailleurs étre fournies par les rencontres telles que o/,
des cotés du polygone P’ avec I'H'; les cotés homo-
logues du polygone P devront rencontrer I1H en des
points homologues, ¢’est-a-dire situés avec les premiers
sur une parallele aux forces.



