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THEORIES DE LA REFRACTION ASTRONOMIQUE
ET DE L’ABERRATION (!);

Par M. Ossiax BONNET.

La direction suivant laquelle la lumiére qui émane
d’une étoile arrive a I'observateur differe de la ligne
droite qui joindrait I'eeil de 'observateur a cet astre.
Cette différence tient a deux causes distinctes : d’une

(*) Lecons faites en 1887 a la Sorbonne pour les candidats & la
Licence.
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part, c’est 'atmosphére terrestre qui, infléchissant les
rayons lumineux, nous fait voir les astres au-dessus de
leurs positions réelles; d’autre part, la vitesse de trans-
lation de notre globe ayant un rapport fini avec la
vitesse de la lumiére, nous apercevons les étoiles en
avant de leurs véritables positions dans le sens du mou-
vement de la Terre. Les théories de la réfraction astro-
nomique et de Iaberration ont pour objet le calcul de
ces deux effets, de telle sorte qu’on puisse corriger les
observations, c¢’est-d-dire déduire les dirvections vraies
des directions apparentes.
Nous commencerons par le phénoméne de la réfrac-
tion, qui est le plus important.

Réfraction astronomique.

§ ] —_ V()TlONS PRELIMINAJIRES.

La lumiére s¢ meut en ligne droite dans le vide ou
dans un milieu homogéne. Mais, si un rayon lumineux
passe d'un milieu homogéne dans un autre milien homo-
gene, de densité dillérente, 1l se réfracte, c’est-a-dire est
dévié de sa direction primitive, conformément aux trois
lois expérimentales dont nous rappellerons d’abord les

¢énoncés

Prewviire Lot — Le rayon incident AM ( fig. 1), le
rayon réfracté MB et la normale NMN' & la surface
(plane ow courbe) de séparation des deux miliewx sont
dans un méme plan.

Devxieme Lor. — Pour les deux mémes milieux, le
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rapport du sinus de Uangle @ d’incidence au sinus de
Uangle r de réfraction est constant quelle que soit la
direction du rayon incident.

Fig. 1.
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Ce rapport —— est appelé indice de réfracti
pport —— PP ‘fraction du

second milieu par rapport au premier.
Si le rayon lumincux passe du vide dans un milieu

sinz ..
quelconque, le rapport =—— se nomme indice absolu de
smr

réfraction de ce milieu.

Trorsteme Lo1. — Soient trois milieux homogénes suc-

cessifs ( fig. 2) que nous appellerons (A), (B), (C);sinest

Fig. 2.

(A)
(B)

(C)
Vindice de réfraction du miliew (B) par rapport au
milieu (A), n' l'indice du milieu C par rapport au mi-
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. VI. (Juillet 1887.) 23
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lieu (B), le produit nn' sera égal a U'indice de réfrac-
tion dumilieu (C) par rapport au milieu (A).

-De ces trois lois résultent plusieurs conséquences :
1° (A) et (B) étant deux milicux homogénes quel-
conqucs, si z cst 'indice de réfraction du milicu (B) par

e . 1 . . ,
rapport au milicu (A), I'inverse — sera I'indice de réfrac-

tion du milieu (A) par rapport au milicu (B); il suffit,
pour le démontrer, d’appliquer la troisiéme Joi au cas
ou le troisi¢cme milieu (C) est identique au premier mi-
lieu (A).

2° 7’ ¢t n” étant les indices absolus de réfraction de
deux milicux homogénes (A’) et (A”) et nl'indice de ré-
fraction du milicu (A”) par rapport au milicu (A’), on a

11 suflit encore d’appliquer la troisiéme loi en suppo-
sant que le milieu (C) deviennc le vide, puis de tenir
compte de la propriété précédente.

o ot .
3° Soient ( fig. 3)
AtAs, AsAs, AsAu ooy ApAp ApAp
les chemins rectilignes successivement parcourus par
un rayon lumineux qui traverse unc suite de milieux

homogénes séparés chacun du suivant par une surface
quelconque et ayant pour indices absolus de réfraction

respeclifs
ny, N Nz, ..., RNp_y, np.
La somme
A1A2‘1l1+1\2!\3‘n2+"‘-.‘—‘\11_11\11‘"’1"1—*'AI)AI’+1‘”’I’
ou
A=p

E Ar Az

A=1
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des produits obtenus en multipliant chaque chemin rec-
tiligne élémentaire par U'indice du milicu auquel il se

rapporte sera un minimum parmi les sommes analogues
relatives & tous les ensembles de chemins rectilignes
élémentaires que V'on peut inscrire a la suite P'un de
I’autre dans les milicux successifs, de maniére a former
un polygone continu allant du point A au point A,,.

Remarquons d’abord que, lorsque deux points A et B
sont transportés en A’ et B' a la suite de déplacements

rectilignes ou curvilignes infiniment petits, on a, en
négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur
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aux déplacements,
A'B'— AB 4+ AA' cosA'AB + BB’ cosB/BA = o (1).

Ce théoreme étant rappelé, considérons la propriété
énoncée. Elle sera évidemment démontrée si nous fai-
sons voir que, lorsque 1'on déplace infiniment peu les
points Ay, Ay, ..., A, chacun sur la surface de sépara-
uon a laquelle il appartient, de maniére a les amener

(*) Voici une démonstration ¢lémentaire de cette proposition bien
connuc :

On peut s¢ borner a considérer Ie cas ot AA" et BB sont recti-
lignes; car, lorsque AA’ pav exemple est curviligne, le remplacement
de AA’ par sa corde et de I'angle que nous avons appel¢ A’AB, ct
qui est celui de Ja tangente en A & A\’ avec AB par Pangle de la
corde AN avee AB, n’introduit que des termes de second ordre que
nous négligeons par hypotheése.

Cela posé, projetons A'B':1° en A”B” sur le plan mené par AB
parall¢clement a A'B"; 20 en PQ sur AB; menons d’ailleurs A" P et
B”Q qui seront ¢videmnient perpendiculaires & AB, nous aurons

AP — AA cosA"AB = AN cosA"AB,

BQ —— BB cosB'BA——DBDB"cosB"BA
cl
A'B = A"

mais, en prolongeant A"B” ¢t AB jusqu’a leur rencontre en C, les
deux triangles A" A C, B"BC donnent successivement
AC=A"NcosA"AC+AN"CcosC, BC=DB"BcosB"BC+B"CcosC:
d’ou, en retranchant membre & membre,

AB=A"A cosA"AC—D"BceosB"BC -+ A"B" cosC.
ct comme, daprés la velation

. sinA"AC
sin G =— AA” v
C cost infiniment petit du méme ordre au moins que A\’ ct que BB,
on pecut éerire
A" B"— AB -+ AA" cos A" AC -- BB cosB"BA = o,
o A'B"— AB + AA" cosA"AC -- BB’ cosB'BA = o,

cn négligeant toujours les termes d’ordre supéricur au premicr.
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respectivement en A, Af. ..., A7, lasomme

AAo g = A Ag - Ay A g —. .
— Apa1Apnpy = ApApiying,
qui devient

AjAs.ng = ALY AS i+ A A, ng+. .
' ’ , '
- 1‘\,,41 f\p-”'p—l - t\,, :\1,4_1 Ay,

conserve la méme valeur aux infiniment petits pres
d’un ordre supéricur aux déplacements.

Or désignons par A la différence entre ces deux
sommes, c¢’est-a-dire I'expression

A= (AN, — Ay Ag) g+ (Ay Ay — Az Ag) s
(AL A, — AgAy) ng . .
—[_(lxp—lA[’_A[’—‘AF)n’[)_‘i+(‘\/I)AIH‘1_‘APAP+1)H’IJ'

Appelons i, ety les angles d'incidence ct de réfrac-
tion lors du passage de la lumicre du premicr dans le
sccond milieu, 7y et 1 les angles d'incidence et de réfrac-
tion lors du passage de la lumicre du second dans le
troisitme milieu, enfin i,_, et r,_, les angles d’inci-
dence ct de réfraction lors du passage de la lumiére
du (p — 1) milicu dans le pi*™. Nous aurons d’aprés
le lemme établi ci-dessus et ¢n négligeant toujours les
infiniment petits d’un ordre supéricur au premicer,

AjAS — N A= Ny A sind,
AL AL — Ao Ay=— Ay A sinr = Ag Al <indy,

AGA, — A =— A\ Ay sinre -~ A, \, singg,
e e e e .,
e PR
1 A',, —ApiAp=—Ap Afysinr, o4, N sind, g,
LIPS .
ApApii— \pApri=— Ap Al sinrp_y.

Ajoutons ces égalités membre a membre aprés avoir
multiplié la premiére par n,, la seconde par n., la
troisiéme par 7, ..., la derni¢re par »n,; nous aurons
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d’abord, comme premicrmembredel’équation résuliante,
la différence A; quant au second membre, si Pon a soin,
en Pévaluant, de grouper le terme positif du second
membre de chaque équation particlle avec le terme né-
gatif du second membre de I'équation particlle suivante,
ce qui entraine Pemploi de tous les termes, car la pre-
miére équation n’a pas de terme négatif ct la derniére
n’a pas de terme positif, il prendra la forme

Ay Al (ny sing— ny sinry)

—+ Az Ay (nysinis— ny sinry)

= \pa N (npasing, s—np_ysinr, )
+ A AL (g siniyy—npsinr,_4);

h

. sing . .. , .
mais ——= est, quel que soit &, indice de réfraction
sinry,

du (k= 1)“m milicu par rapport au (k)™ ¢’est-a-dire

n
Tirt. Jdone
n

¥ Ny RN, — nj 4 Sinr,=o;
de larésulie que le second membre de I'équation résul-
tante est nul, et par suite qu’il en est de méme de A.
Nous ne nous sommes occupés jusqu'ici que de la
marche de la lumiére 4 travers une suite de milieux
homogeénes successifs ayant chacun des dimensions finies
ctunc densité particulicre n’obéissant d’ailleurs 4 aucune
loi. Le probléme ainsi posé ne convient pas aux cas de
la nature; en réalité, on n’a a considérer qu’un scul
milicu, non homogeéne et dont la densité, bien déter-
minée en chaque point, varie d’un point a l’autre et est
une fonction en général continue des trois coordonnées
x, 3, z quifixent la position du point du milieu auquel
elle se rapporte. Les points pour lesquels la densité est
la méme appartiennent a une surface ct ne constituent
pas un volume ou un milieu.
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L’indice absolu de réfraction est également bien dé-
fini pour chaque point M de Iespace, mais varie d’une
mani¢re continue avec la position de ce point. 1l n’est
autre que cclui qui se rapporte au passage de la lumiére
du vide dans un milicu de dimensions finics, ayant partout
la méme densité que le milicu considéré au point M.
Enfin il existe des surfaces d’égal indice absolu de ré-
fraction, lesquelles coincident avec celles d’égale densité
et jouent le méme role que les surfaces de séparation de
deux milicux consécutifs.

Quant a la marche de la lumiére, il est évident qu’elle
s’eflectue non plus sur un polygone, mais sur unc
courbe, et que celle-ci, d’aprés le théoréme que nous
avons démontré en dernier lieu, jouit de la propriéié
d’¢tre, parmi toutes les courbes qui joignent le point de
départ A de la lumiére au point d’arrivée B, celle qui
rend minimum Dintégrale fnds, ou s est 'arc de la
courbe compté a partir de A, n I'indice absolu de réfrac-
tion du milicu pour Vextrémité de s et qui s’étend depuis
A jusqu’a B. Clest cette propriété que nous prendrons
comme définition de la trajectoire lumincuse, ct 'on va
voir qu’elle conduit aisément aux équations différen-
tielles de cetle courbe.

§ II. — IQuATIONS DIFFERENTIELLES

DE LA TRAJECTOIRE LUMINEUSE.

Soient AMB la trajectoire lumincuse allant dc A en B
¢t AM'B une courbe quelconque infiniment voisine ayant
les mémes extrémités. Considérons les valeurs de I'inté-
grale f'nds définie précédemment : 1° pour AMB,
2° pour AM'B, ct appelons fnds et [ r'ds’ ces valeurs.

D’aprés la définition méme, S nds étant plus petit que
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toutes les valeurs de S 7/ds', la différence
Sn'ds'— fnds

devra ¢tre nulle en négligeant les infiniment petits du
deuxiéme ordre. Evaluons donc cette différence.

Il s'agit, comme on voit, dela diflérence de deux
sommes; or le moyen le plus simple, en pareil cas, con-
siste & faire correspondre a chaque élément de la pre-
miére somme un élément convenablement choisi de la
scconde, i prendre la diflérence des éléments corres-
pondants ct i faire la somme des résultats obtenus. As-

Fig. 5.

B

socions a I’élément de la premiére somme qui se rap-
porte & un point quelconque Mde AB (fig. 5) I'élément
dela seconde somme qui se rapporte au point M/ de AM'B
pour lequel Tindice absolu de réfraction est le méme
qu’en M ; nous auyons alors, pour la différence cherchée,
Sn(ds'— ds)
ou, & un infiniment petit prés du second ordre,
S ndds,

en représentant par la caractéristique ¢ les différentielles
totales relatives a des variations qui laissent 7 constant
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ct qui, par suite, correspondent ades déplacements effec-
tués d’'une manicre quelconque sur une surface d’égal
indice absolu de réfraction. La condition qui définit la
trajectoire lumincuse est done

(1) fnéds=o.

Mais x, y, z étant les coordonnées rectangulaires
d’un point du milicu ct la caractéristique d représen-
tant toujours les différentielles relatives a un déplace-
menl effectué sur la courbe AMB, on a

ds? = dx? + dy? + dz?,

d’ou
Eds:g’od +%}: Sdy -+ ([f“d..,

I’équation (1) prend donc la forme

dxr dy ds
(2) .[<n7'3dx—y—1z~1—)d)/+tz7~od~>=o,
que 'on peut, en intervertissant 'ovdre des différentia-
tions correspondant a d et a ¢ dans chaque terme,
derire ainsi

(2 bis) /n_ (lO.T—l—fIl— day-f—/nilf(la:,:o
. ds . ds

Intégrons par parties; le premier terme donne

dr . dr . \1 R dx
n——dor=\n—cr) — | cxd.n —,
. ds ds 0 e ds
dx 1, <oy dr
n— cx) étant la différence des valeurs de n == o,
ds 0 s
. . . ’ ’ \ g
pour les limites des intégrales, c’est-a-dire pour les
extrémités de la trajectoire lumineuse; maison a cx==o
a ces deux extrémilés, puisque, lorsqu’on passe de AMB
a AM' B, les extrémités sont conservées; donc

dr o dx
'fn;gdox;_——foxd.n;,;-
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On verrait de méme que

dy oo s dy
an s de .*—./o_yd.n T
ds . ~_ dz.
l/nado._——./‘%cl.nm,

donc P'égalité (2 bis) devient

\

. o dr R v a s _
(3) (/l(oxrl.n T T d.nm 55 d.n 21;) =o.

Les dillérentielles totales o, 8y, 52 ne sont pas entiére-
ment indépendantes, mais clles ne sont liées que par une
scule relation, celle qui exprime que ces différenticlles
laissent 2 constant et qui st

an o n . an
M- YO . By
Jr

- = - — 05 =0}

1))/ %) J3
en tirant de cette relation la valeur de 6z en fonction de
sa et de 6y ct la portant dans I'équation (3), on obtient

on ’ an
N d.r or / ds S ) dv W ds
or | d.n 5 T o g | d.n I T o d.n IS
. I3 03

ot dés lors cu ct gy sont tout a fait quelconques en
grandeur ct en signe; on voit par la que 'on doit avoir,
en tous les points de la courbe,

on on
dn or s ds oy % ds
(1) dn -~ — -~ d.n— =o, dn—— ———-dn - =o;
i s an s s on ds s
a3 03

car, s'il en ¢tait autrement, on pourrait disposer de cx et

de 5y de facon que les éléments de l'intégrale fussent

tous de méme signe, ct I'intégrale ne serait pas nulle.
Les conditions (4). que I'on éerit ordinairement sous
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la forme d’'unc suite de rapports égaux,

d.n dr d.n dy d.n ds
(4 bis) _dx': c/s:__i
un Jii on

Jr :)_V 93

sont les équations dilférenticlles de la trajectoire lumi-
neuse. Ces équations ne peuvent étre intégrées que dans
des cas trés particulicrs; mais elles fournissent plusieurs
résultats utiles que nous allons faire connaitre.

§ II. — ProrrIETES GENERALES DES TRAJECTOIRES
LUMINEUSES.

Ajoutons terme a termeles rapports (4 bis, § 1), aprés
avoir ellectué les dillérentiations indiquées el avoir multi-
., . dr
pliéles deux termes du premier rapport par s’ les deux
d
termes du sccond rapport par —= les deux termes du
.y ds . .
troisi¢éme rapport par —; il vwndra, pour la valeur com-
mune des trois rapports,
dr\? Ay ds\? dy dy ds ,ds
1 —_— ) —+ -+ = —_ ri—~1— (s d -~
o [((/s) <n,’s) (ds) <(lt ds ds “as Tas s

on dr - on dy | on ds

or ds oy ds s ds

ou simplement ds, & cause des relations

dr\? dy \? ds\?
(&)~ (%) ~(&) =
dr ,dr N dy ,dy ds ,ds _
GOHE T A T B s T
on a’.z‘ ondy onds _dn
9z ds dy ds Tz ds ~ ds
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Cela posé, on aura les trois équations

! dr’
d <n Zi?) on
ds - ox’
dy .
(1) (l(/t ;l:) _dn
ds oy’
d(n dmf)
ds | ﬂfl
Js =03’

dont 'emploi simultané offre de grands avantages, mais
qu’il ne faudrait cependant pas regarder comme distine-
Les, car, cn réalité, elles sc réduisent & deux.

Si l'on eficctue enfin les dillérentiations indiquées
dans les équations (3), on trouve les relations suivantes

dr
dn dr . d ds _on
ds ds ds — or’
dy
(1 bis) dn dy n i?i_: _on
ds ds = ds oy’
dn (_l:'— o ds __dn
ds ds 7" Tds T T 0’

(ui se résument en une propriété géomdtrique élégante,
donnant sur-le-champ tout ce que Pon connait de gé-
néral sur les trajectoires lumincuses.

dr «dv ds sont les cosinus des angles que
—_— —_— — 8 o l
ds’ ds’ ds giesq

la tangente positive a la courbe AMB fait avec les axes des

On sait que

coordonndes et qu’en appelant p le rayon de courbure,

d i{ d fb— d :5—:.

ds ds s .
a 5 —— sont les cosinus des angles que

Tds T Tds 7 T ds
la normale principale prolongée de la courbe vers le
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centre de courbure fait avec les mémes axes; donc les

remiers termes dn de - dn dy = dn ds
P ds ds’ ds ds’ ds ds

membres des trois équations (3 bis) sont les projections

des premiers

Fig. 6.

N

respectives sur I'axe des x, sur Paxe des y et sur axe
. , . dn ., .
des z, d'une droite MT égale a —5 ¢t dirigée suivant la

tangente positive a la trajectoire lumincuse, et les se-

dz d dsz
A%z a%r g
s ds ds .
conds termes 1 ———5 . ——>, n —— des premicers mem-
ds ds ds

bres des mc¢mes équations sont les projections respec-
tives sur ’axe des &, sur I'axe des y et sur I'axe des z,

. , . n C. .
d’une droite MC égalc a B ct dirigée suivant la normale

allant de la courbe au centre de courbure 5 d’ailleurs les

on Jdn on , . . .
seconds membres —, -—, — des équations (1 bis) sont
de” dy~ 05

les projections respectives sur l'axe des x, sur 'axe
des y et sur I'axe des z d'une droite MN égale a

on\% = [(on 2+ r)n)‘—’_A
(%)~ (5)~(%) -

ct ayant pour cosinus directeurs

ain Jn Jin
iz 7/3/ 0z
Y b ki

A A A
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¢’est-a-dire qui est dirigée suivant la normale a la sur-
face d’égal indice absolu de réfraction n = const. Cela
étant, on conclul du théoréme fondamental des projec-
tions que la droite MN est la résultante géométrique
des deux droites MT ct MC, et par conséquent que le
point M de la trajectoire lumineuse et les trois points T,
N ct C précédemment définis sont les sommets d’un pa-
rallélogramme qui, & cause de laperpendicularité de MC
ct de MT, est ici un rectangle. Ce théoréme de Géomé-
tric équivaut aux trois équations (3 bis); il montre im-
médiatement que le plan d’incidence TMN coincide
avee le plan osculateur TMC de la trajectoire lumineuse
ct que l'angle d’incidence TMN =i a pour tangente
™ MG

™ — T™M ﬂ

ds
Ce dernier résultat
n
“dn

e

tang ¢ = -

nous sera plus tard d'unc grande utilité; on en déduit

d’abord

—o[&.

L .dn
= tangi{ —
°" n

et, en intégrant depuis Porigine A jusqu’a I'extrémité B
de la trajectoire lumincuse,

fds /‘ .dn
(2) — = tang i —-
P n

Or deux cas sont a distinguer : la trajectoire peut
¢tre plane ou gauche.

. . L ds fon
Dans le premier cas, I'intégrale /? est évidemment
L5 )

I'angle que forment les tangentes a la courbe lumincuse
en ses extrémités A et B, et par suite ce qu’on appelle la
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réfraction totale qu’éprouve la lumiére pendant tout
son trajet. Ainsil'évaluation de cette réfraction, qui est,
en définitive, I'objet véritable du probléme a résoudre,

\ . . . dn
se raméne a celle de U'intégrale ftangx -
Si la trajectoire lumineuse n’est pas plane, Uintégrale

.dn . . . ..
=, -
/tangl quolque moins utile, a encore unc signilica
n

.

tion remarquable.

Supposons que les rayons lumineux considérés soient
ceux qui émanent d’une étoile et que le milieu traversé
par ces rayons soit I'atmosphére; menons par Peeil de
I'observateur des rayons de la sphére céleste respective-
ment paralleles aux différentes tangentes a la courbe lu-
mincuse, depuis celle qui répond au point A jusqu’a
celle qui correspond au point B; les extrémités de ces
rayons seront les positions apparentes de I’étoile pendant
le temps que la lumiére émanée de I'étoile met & tra-
verser 'atmospiére ; done le lieu de ces extrémités sera
I’arc de courbe que paraitra décrire I'étoile dans le méme

.
temps ct intégrale f%f sera ce quc nous avons appelé
la distance angulaire correspondant a cet arc de
courbe.

§ IV. — MOUVEMENT DE LA LUMIERE EMANEE D’UNE
ETOILE, A TRAVERS L'ATMOSPHERE, DANS LE CAS OU
LA DENSITE DE CELLE-CI NE DEPEND QUE DE LA DIS-
TANCE AU CENTRE DE LA TERRE.

Nous allons appliquer les résultats généraux qui
précédent 4 un cas particulierement utile en Astrono-
mie, celui onil s’agit d’un rayon lumineux qui, émanant
d’une étoile, c’est-a-dire partant du vide, arrive en un
point de la surface de la Terre, aprés avoir traversé la
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masse gazeusc appelée atmosphére. Nous supposerons,
comme on le fait communément, que la Terre est sphé-
rique et que les surfaces d’égale densité ou d’égal in-
dice absolu de réfraction de I'atmosphére sont des
sphéres concentriques a la Terre; nous conserverons
d’ailleurs les mémes notations que dans ce qui précéde.
Cela posé, si nous prenons le centre de la Terre pour
origine des coordonnées, n scra une fonction de

724y 325
)n t)n Jn

)-v
vement proporuonne]les A x,y,2z ct les deux équa-

les dérivées paruelles seront donc respecti-

tions (4 bis) de la trajectoire lumincuse deviendront

dr dy ds
(l<n E) d(na—;) d(n (I—c)
= == ’

z ¥ 5

quc nous 1‘emplaccrons par les trois suivantes :

sd.n g:—ydng—: =o.
ds dx
(n rd.nm-—gdnz—gro
dr dy _
\ydn—s———zd.ngs— =o0.

Les premiers membres sont ici des différentielles
exactes. En effet,

dy d:-
sd.n (T -y (is
_dy dy ds ds dz dy
=d.n E——n——ds dnyl-i—n s
=~a[n (=% = %))
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et de méme

dsz dx ) ds dx
xd.na —szd.n d—s—:d[n<md_s _55)],

dr dy dzr dy\1.
yd.n Zs —z‘d.n£ = d[n (y P _xd_s)]’

on peut donc faire immédiatement une premiére inté-
gration pour chaque équation et, en appelant G, ¢/, C"
des coustantes arbitraires, on trouve les trois équations
différentielles du premier ordre

dy ds
\ll(a a;-}’a) ——C,

dz dx ,

(2) ’n<.2';1—8—53;):C.
dr ay\
"<ym*’z>"“’

lesquelles, bicn entendu, ne sont pas distinctes ct se
réduisent & deux.

Ces derniéres équations conduisent encore a une autre
qui est en termes finis; on n’a qu'a multiplier la pre-
miére par x, la deuxiéme par y, la troisiéme par z et a
ajouter membre a membre, ce qui donne

o=Cr—Cy+ 0z

On voit alors que 'on peut, en définitive, prendre
pour les deux équations qui définissent complétement
la trajectoire lumineuse I'équation en termes finis

(a) Cr—+ () +—C's= o,
etl’'une des équations différentielles du premier ordre (2),
I'équation
dx dy "
(b) lz(}/a——zis}_c.

par exemple.
L’équation (a) montre que le rayon luminecux sc
Ann. de Mathémat., 3+ série. Ut VI ( Nout 1887), 24
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meut dans un plan passant par I'origine; ce plan n’est
autre que le plan appelé vertical qui contient le rayon
lumincux a4 un moment donné, au moment ou il pénétre
dans I'atmosphére ou lorsqu’il parvient a D'ceil de 1'ob-
servateur.

L’équation (b) est également susceptible d’une inter-
prétation géométrique : en ellet, d’aprés une formule
connuc, y dx — x dy estla projection sur le plandes xy
du double de I'aire infiniment petite do décrite par le
rayon vecteur r de la trajectoire et par conséquent est
égal au produit de 2ds par le cosinus de 'angle o du
plan de la trajectoire avec le plan des xy; mais do est
la surface d’un triangle ayant ds pour base et pour hau-
teur la perpendiculaire abaissée du centre de la Terre
sur la tangente i la trajectoire, ¢’est-a-dire 7 sini; done

n(ydr-- zdy)= nrnicoso,
donc I'équation (6) peut s’éerire

nrsintcosw = C",

ou simplement .
nrsint — Kk,

K étant unc nouvelle constante.

La constante K est facile a déterminer : si nous appe-
lons @ le rayon de la Terre, n,y Uindice absolu de ré-
fraction pour la couche d’air qui est cn contact avec la

surface ‘de la Terre et & — =, I'anele aigu sous lequel le
2 o o {

rayon lumincux vient frapper la Terre, de facon que z,
soit la distance zénithale apparente de astre aprés que
la lumicére émande de Vastre a traversé toute ’atmo-
sphere, il est évident que nyasinz, est la valeur parti-
culiere de nrsini qui correspond a Uextrémité de la
trajectoire; cette expression est done égale a la con-
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stante K et nous pouvons écrire
(c) nrsind = nyasins,.

Nous terminerons la ce qui se rapporte a la recherche
de la trajectoire lumineuse. La détermination compléte
de cette trajectoire n'est pas, en effet, indispensable pour
le but que nous voulons atteindre ; ce qu’il importe de
connaitre, c¢’cst le changement de direction subi par le
rayon lumincux depuis le moment ou il pénétre dans
Patmosphére, jusqu’a celui ou il parvient a la surface
de la Terre, ¢’est-a-dire ce que nous appellerons la ré-
Jraction totale R. Or, la trajectoire lumineuse étant
plane, comme on I'a vu plus haut, la réfraction to-
tale R est 'angle que forment les tangentes aux extré-
mités de cette courbe et par conséquent a pour valeur,
d’aprés un résultat obtenu a la fin du paragraphe Iil,

., o .dn . . R
I'intégrale deﬁmcftangl - étenduc delorigine a 'ex-

trémité de la courbe lumineuse. C’est de I’évaluation de
cette intégrale que nous allons exclusivement nous oc-
cuper dans ce qui va suivre.

§ V. — RELATIONS ENTRE LES DIVERS ELEMENTS
DE L'ATMOSPHERE. — TRANSFORMATIONS DE L’IN-

, , .dn
TEGRALE DEFINIE/ [{lllgl -”‘

. . e o (e . dn

L’évaluation cxacte de lintégrale définic {tzmgl -

ne peut étre entreprise qu'aprés avoir mis celle-ci sous
P Y

la forme / gia)dx, oi a désigne la variable que 'on
vy

choisit pour fixer les difiérents points de la trajectoire

lumineuse, ¢(x) une fonction bien déterminée de x,

et x, et X les valcurs particulieres de @ qui se rappor-
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tent aux extrémités de la courbe. Or, dans I'éiat actuel
de nos connaissances sur la constitution de l’atmo-
sphére, ce premier pas est absolument impossible a fran-
chir, quelle que soit d’ailleurs la transformation que ’on
fasse subir a I'intégrale. En effet, les différentes quan-
1ités qui sc rapportent a un point M de 'atmosphere
sont, indépendamment du rayon vecteur r et de
P'indice absolu de réfraction n déja considérés, la den-
sité g, la pression p rapportée a l'unité de surface, la
gravité g, c’est-a-dire Pattraction terrestre rapportée a
P'unité de masse, ou bien encore, d’aprés ce que 'on
démontre enMécanique, I’accélération du mouvement des
corps pesants dans le vide, la température T indiquée
par le thermométre centigrade ct la hauteur baromé-
trique Hj elles ne sont pas reliées entre clles par un
nombre de relations sufflisant pour permettre d’exprimer
les quantités dont on a besoin en fonction de celle
d’cntre elles qui est prise comme variable indépendante
et qui fixe la position des dilférents points de la trajec-
toire lumincuse. La scule chose que 'on puisse faire,
c’est de se scrvir des relations connues pour mettre

. dn Y, I .
tangi — - sous diftérentes formes et de voir si, parmi ces

formes diverses, il n’en est pas une qui, au moyen
d’hypothéses permises et de restrictions convenables,

permette d’évaluer I'intégrale [tangi (f{—l, sinon exac-
.

tement, du moins avec une approximation suffisante

pour les applications.

Avant de rappceler les lois auxquelles sont soumises
les quantités r, 1, 24 po 2, T, H définies précédemment
ct auxquelles on donne le nom d’éléments de I'atmo-
sphére, il ne sera pas inutile de bien préciser le sens que
nous donnerons a ces éléments. Deux d’entre eux, n et'T,
sont des nombres abstraits d’apres les définitions mémes :

.
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ils ne donnent done licu a aucune difticulté; les cing
autres seront aussi regardds comme des nombres abs-
trails, mais ces nombres n’auront rien d’absolu, ils ré-
sulteront de certaines conventions et de certaines pro-
priétés géomdiriques ou mécaniques. On sait qu’en
Mathématiques il existe trois entités essenticlles et irré-
ductibles : la longueur ou portion de droite, 'intervalle
de temps, la masse d’un corps. On convient de remplacer
une longueur, un intervalle de temps, une masse, pris
chacun dans des circonstances bien déterminées et con-
nues, par des nombres arbitraivement choisis, de maniére
a fixer ce qu'on appelle les unités de longueur, de
temps el de masse; toutes les longucurs, tous les in-
tervalles de temps, toutes les masses, sont alors rempla-
cés par des nombres déterminés, car les rapports de
deux longucurs, de deux intervalles de temps, de deux
masses sont des nombres abstraits bien définis. Quant
aux nombres représentant les autres éléments, nous les
fixerons au moyen des égalités suivantes, que 'on em-
prunte a la Géométrie et a la Mécanique et qu’on dé-
montre &tre vraies pour tous les cas, dés qu’elles ont
lieu dans un cas particulier. Le nombre qui représente
une surface de forme rectangulaire cst égal au produit
des nombres qui représentent la base ct la hauteur et le
nombre qui représente un volume de forme prismatique
est égal au produit du nombre qui représente la surface
de la base par le nombre qui représente la hauteur. Si
I'on fait osciller un pendule simple dans le vide, le
nombre < qui représente la durée d’une oscillation, le
nombre / qui représente la longucur du fil de suspen-
sion ct le nombre g qui représente la gravité sont liés
par la relation
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Le nombre qui représente la masse d'un corps est égal
au nombre qui représente le volume multiplié par le
nombre qui représente la densité; enfin le nombre qui
représente le poids d’un corps est égal au produit du
nombre qui représente la masse par le nombre qui re-
présente la gravité.

Revenons maintcnant aux lois qui régissent les élé-
ments de Patmosphére, en supposant d’ailleurs ceux-ci
préalablement ¢évalués en nombre: ces lois sont au
nombre de quatre et consistent en des relations entre les
valeurs générales de r, n, 3, p, g, H des éléments de
Patmosphere et les valeurs particulieres 1/, oy ', p/,
&'» W qui sc rapportent a un point déterminé M'.

1° Lot mis vuissanets nlinsornes. — La fonction
n® —1 de lindice absolu de réfraction n, appelée puis-
sance réfractive, est proportionnelle i la densité g; par

conséquent on a

nt— 1 ¢

a r-h_e,

(@) nr—v g
2° Lot pE MiriorTe. — Si en un point quelcon-

que M de Patmosphére on considére un volume
d’air V répondant a une masse déterminée, ce volume,
préalablement ramené a la température de o°, c’est-
a-dire remplacé par ce qu’il devient lorsque la
température passe de sa véritable valeur T a la va-
leur o, cst en raison inverse de la pression p. Or au

volume V & la température T correspond le volume
7

a la température de o°, m étant le coeflicient

0,003671 de dilatation de I'air; donc le produit Vo
1+ mT

est constant. Mais, V répondant 4 une masse constante,

1+mT

. )
Ve est aussi constant; done L' st constant, ct
str—+—ml)



I'on a
(%) p__ o 1—mT
P o i—mT
3° Lor pE 1A craviTATION. — On sait qu'en appe-

lant ¢ Pattraction cxercée par une masse égale & 1 sur
une autre masse égale & 1 placée a une distance égale
a 1 de la premiére, 'attraction exercée par la Terre,
dont nous désignerons la masse par p, sur unc masse

égale a m placée en un point quelconque M de 'atmo-
sphére, est -—é-' ; donc la gravité en M est 22 . par suite,

gl"" est constant ¢t I'on a

o r
Qo g2 o — (o .
(e) er2=g" oun g,h(,‘)
4" Lol DES HAUTEURS BAROMETRIQUEs. — Pour un

corps incompressible, le poids est proportionnel au pro-
duit de la gravité g par le volume préalablement ramené
a la température de o°. Or la pression p est le poids
d’un volume de mercure égal & H 4 la température T et
— ! ila température o*, en
1+ MT P ’
appelant M le coeflicient 0, 000179 de dilatation du mer-
gH
T MT?

par conséquent égal a

cure; donc p est proportionnel a donc on a
p _H 5 11 MT’
(d) p - H Z M1’

Les relations (a), (&), (¢), (d) ont été érablies en
regardant les points M et M’ comme tout a fait quelcon-
ques et sans fixer les unités de longucur, de temps et
de masse. Or supposons d’abord que le point M’ appar-

ticnne & la couche de I'atmosphére qui est en contact
avee la Terre et soit dans ce qu’on appelle les conditions

atmosphériques normales, ¢’cst-a-dire celles pour les-
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quelles le thermométre et le barométre marquent
simultanément zéro et o™,76, nous aurons d’abord
T'= o, et, d’aprés les expériences de Biot,
n's —1=0,000588768.

Prenons cnsuite la longueur du métre pour unité de
longueur, la masse du méire cube d’air pris dans les
conditions atmosphériques normales pour unité de
masse; et choisissons enfin 'unité de temps de facon
que la durée de Doscillation du pendule simple dont le
fil de suspension a 1™ de longueur soit représentée par
le nombre w3 nous aurons sur-le-champ, en nous rap-
pelant ce qui a été dit plus haut pour la détermination
des nombres qui expriment les diflérents éléments :
H = 0,76; 1’ qui est le nombre de meétres contenus
dans le rayon a de la Terre = 6366738, g'=1,
¢'==1; quant au nombre p’, nous le trouverons en ob-
servant qu’il est égal a celui qui représente le poids
d’un volume de mercure exprimé par 0,76 a o°, ou,
d’apres les expériences de Regnault, a celui qui repré-
sente le poids d'un volume d’air 10517,3 fois plus grand
ct pris dans les conditions atmosphériques normales,
lequel poids est représenté par 1; donc

p =0,76 < 10517,3 = 7993, 147.

Cela posé, les relations (a), (&), (c¢), (d) devien-
dront

(1) n*—1 = 0,000588768. 0,
(2) P =7993,147¢(1+ mT),
a\?
3) g:(;) ’
H a\? 1
— S — —_—
4) p= 7993,1470,76<,,> M

qui permettront d’exprimer quatre des sept éléments de
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Patmosphére en fonction des trois autres et d’efiectuer,
en supposant que le point M soit un point de la trajec-
toire lumineuse, toutes les transformations que 'on peut

. RTINS a .dn . .
faire subir & l’mtegrale] tang/ — . Ajoutons, toutefois,

que ces transformations nécessiteront encore la connais-
sance des valeurs des éléments pour 'extrémité B de la
trajectoire lumineuse. Or, en supposant que le point M
soit un point M, d’abord quelconque de la couche qui
est en contact avec la surface de la Terre, ce que nous
exprimerons en mettant l'indice zéro aux lettres qui
expriment nhmériquement les différents éléments, les

équations (1), (2), (3), (4) deviendront

n}—1=0,000588768 o,
Po=7993,1520(1 + mT,),
So=1,

1

H,
Po=7993,15 0,76 1+ MT,’

qui déterminent quatre des six nombres 79, g9y Poy Sos
Ty, Hy en fonction des deux autres; si donc on prend
pour M, I'extrémité B de la trajectoire lumineuse, on
voit (ue ny — 1, po, Po pourront étre considérés comme
connus, car, B étant alors le lieu de I'observation, T,
et H, seront donnés a I’aide du thermomeétre et du ba-
rométre, au moment de chaque observation.
Nous poserons, pour abréger,
0,000 588786 7%-0 == MTO)I(I Ty =24,
7993,147 1+ mTo) =3,

% et 3 étant des constantes connues, ce qui nous don-
nera
ne= 1+ 21, -§—9=3;
0
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puis, nous bornant aux rclations qui nous scront utiles,
nous écrirons

0 e 1+mT
n::\/l—,t—zzﬁ, ﬁ:_"-“_w_,__,
2o Po o 1+ mT,

ou, plus simplement,

n=yi—+ 27;1,2 =Y -
‘/ ’ i—mT,’
on POSﬂHt
U o=u, 2oy
o Po

Ces derniéres rclations nous permettent de donner
NI . dn . .
a lintégrale ftzmgz ,LA]a forme qui doit en rendre

Pévaluation approchée la plus simple possible. Choi-
sissons celle que 'on obtient ¢n exprimant ¢ ct 2 en
tonctionde u cL s, ce qui rendra d’abord nécessaire la con-
naissance, pour ces deux variables, de leurs valeurs li-
mites, c’est-a-dire des valcurs qui correspondent a la
limite inféricure et 4 la limite supérieure de Piutégrale
ou encore a la couche supéricure de 'atmosphére et a
la couche qui est en contact avee la Terre. Or, il s’agit

de u= Pﬁ, on trouve immédiatement o pour la limite in-

0
férieure et 1 pour lalimite supérieure; s’il sagit de s,
. a . . , .
la relation — = 1—s monire que la limite supérieure

est o ct que la limite inféricure, que nous appellerons S
q v q P )

a D ‘
e — - appelant D la hau-
a pour valeur 1 aTD = 2D’ emapp
teur de 'atmosphére, laquelle hauteur ne dépasse pas
75%™, en sorte que

75000 __ 100000
6366738 + ~5000 ~ R388983

est une limite supérieure de S.
Observons maintenant que la valeur de 7 est fournic



;g
( 363 )
par I'équation
n=y1+ 2au,

(ui, différentiée logarithmiquement, donne

dn 2 du
n 1+ 2au’

quant a la valeur de tang ¢, on la déduit de 1’équation
nrsint = nyasins,

que nous avons obtenue dans le paragraphe précédent,
aprés une premilre intégration des équations diffé-
rentielles de la trajectoire lumineuse. 5i on y intro-
duit les vaiiables « et s, elle devient

Vi— 2z

SNy = (1—s)sIinz,

Vi —oxu
d’ou 'on tire
VI oa(1— $)sIn s,

tangt— —— — — ——
(r—2%)(1—s)* o
\/I+21u\/1—»~ sin23,

I-+—22u

R _

et, en divisant haut et bas par cosz., dans le second
membre,

Vi 22(1—s)tang s,
— Tl 2wy — 2,
Vit+oau 1— l——-——‘——l———« tang?s,
1— 22U

Cela étant, on a, pour la réfraction cherchée,

dan — Yor—s
R:ftangc;——_u\/x-i—zatangza / -

Jo (1-—22u)
1

— 52 T2
> ; 1 — [1— Q—)?—)(—[-—s—)—] langﬂzas du.

tang: —

v

1+ 27U

Cette valeur de R est exprimee en unités trigonomé-
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triques ; si on veut'avoir exprimée en secondes, il faudra
encore la diviser par sin1” ou la multiplicr par 206265
et 'on aura finalement

1
R = ay/1+ 22.206265 tang 3, [ =

3
YO0 (1+22u)?

. —s)2
= gl—»- [1— (—‘—il—i:liz(—%—f—)—] tang%a% du.

Y-

§ VI. — DEMONSTRATION DE QUELQUES PROPRIETES
QUI FACILITENT LA DETERMINATION DE LA REFRAC-
tion R.

L’intégrale définie a laquelle nous sommes conduits,
et ou s est une founction inconnue de u, parait pré-
senter encore de grandes difficultés; on peut cepen-
dant en avoir une valcur aussi approchée que I'on veut
pourvu que tangz, soit suffisamment petit. Pour le
montrer nous établirons d’abord quelques propriétés
préliminaires :

Premier LEMME. — On a

uds =— § d,
a

a et B ayant la méme signification que plus haut.

En effet, on sait, on plutdt on suppose, que I’atmo-
sphére est en repos relatif par rapport a la terre sous
Pinfluence de Pattraction de celle-ci, ce qui revient a
dire qu’clle est en repos absolu sous I'influence de son
poids. Or la condition d’équilibre d’'une masse gazeuse,
pour laquelle en chaque point M I'unité de surface sup-
porte la pression p ct I'unité de volume est soumise a
I'influence d'une force extéricure F, s’exprime par la
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condition

3p = G,F,
en représentant par la caractéristique ¢ les différentielles
totales relatives & un déplacement infiniment petit quel-
conque du point M et par la caractéristique &, les tra-
vaux élémentaires pour le méme déplacement; mais, dans
le cas particulier de I'atmosphére, F' a pour grandeur
le poids de I'unité du volume, ¢’est-a-dire le produit gp
de la gravité par la densité et pour direction celle du
rayon vecteur r prise en sens contraire, de sorte que
G.F =— godr: donc la condition d’équilibre devient

3p=—gpdr,
laquelle entraine comme cas particulier
dp =—gpdr,

en désignant toujours par la caractéristique d les ditlé-
rentielles relatives a un déplacement infiniment petit
effectué sur la trajectoire lumincuse.

Introduisant dans cette derniére équation u, ¢, s a la

place de p, p, r, il vient
do — Zr2up, /
podv =— =——-"= ds,

2

ct, a cause de gr* = a3,

uds = — P dy
po

ou, d’aprés ladéfinition de B,
3
uds =— L do. c.Q.F.D.
a
Remarque. — La propriéié précédente conduit immé-

1 .
diatement a la valeur exacte de intégrale définic f sdu

0
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et a unc limite supéricure de lintégrale définie
1
f s2du, qui nous serout utiles.
0

En effet, en intégrant par parties, on lrouve

1 0 1
f sdu:(us)“,—f uds‘:fﬁd&):E
[ S Jo @ @
1
[s’du:(us‘-’)},——2f
s

g 1
suds-:sz sdy
(V) a 0

B . ! R B
2—;[(03)0— [ vds =—2- [ vds;

ct
0

i

. b [y b
. . T -
mais la relation v = u ——— montre que ¢ est tou-
1+-mT,

jours plus petit que u, car, la température T s’abaissant
a mesure qu’on s’éléve dans I'atmosphére, on a

1+-mT <1+ mT,,

S S 2 0 o
/ vds<[ uds:——r:f dv =5,
o /o aJy a
donc

[ 2 1 R 2
f s2111t<2('—> ou f .siduzg()<ﬁ) 5
0 W 0 a/

0 étant un nombre compris entre o et 1.

donc

1

DeuxiEME LEMME. — L’expl'ession
1 2%

I— —————— (I — )2

I—+—22U ( )

ou la suivante
I—20tt—(1-+~22)(1—s)?

est toujours positive pour toutes valeursdes, de o & S,
et pour les valeurs correspondantes de u.
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Puisque ¢ est toujours plus petit que u, il sera établi
que
1+22u —(1+22)(1—s)?
est positif, si nous démontrons qu’il en est ainsi de

I+ 220 — (1 +22)(1—s)2

Or cette fonction est nulle pour s = o, car alors ¢ =1 :
il suffit donc de faire voir qu’elle est croifsante avec s,

ou que sa dérivée par rapport i s
dy a
22— —2(1+22)(1—s) ou 2(1+21)([—s)—zﬁau

est positive; par conséquent, que l'on a

ou, cn remplacant 2 et 3 par leur valeur,

1, < 107.799315(1 +— mTy)2(1+ MT,).

0,76

ur.294384

Mais, dans les applications a I’Astronomie, on sup-

pouse toujours
063 << Hy 20,789 ot — 30 -2 Ty < So,
ce qui donme

H,
. —— 21,0382,
0.76

0,82894
0,88087 T (1--mTy)<1,1830,

0,994163 "1 - MTg)-Z1,0089d,

cl
- roa - H, .
1,9185493 < log — < 0,01622810,
0,76
7,9493266 Z logi1--mTy) l0,0732050,

7,9976616 < lng(1-~-MTy)-Z0,0038696.

En remplacant, dans l¢ premier membre de 'inégalité
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qu’il s’agit de vérifier, r, u, 'ol{-ié par leur valeur maxima,
1/
> e H
cest-a-dire r par a+D =6441738, u par 1, o6 par
1,0382, puis, dans le deuxiéme membre, 1+ mT,,
1+ MT, par leur valeur minima, c’est-a-dire 1 4+ mT,
par 0,88987, et 1 + MT, par 0,99463, afin de se placer
dans le cas le plus défavorable, qui est celui auquel il

suffit d’avoir €gard, on voit que tout se réduit a vérifier
P'inégalité

6441738.294384.1,0382 < 107.799315.0_,_8_@2.0,99463
ou
102.6,441738.2,9439.1,0382 < 7,993!5.5?56872.9,94’63
ou, a fortiori,
102.6,4418.2,9439.1,0382 < 7,9931.@?9.9163.

Substituant a cette indgalité, I'inégalité logarithmique
correspondante et observant que : 1°
l.102 =2
1.6,4418 = 0,8090072
1.2,9139 = 0,4689231
1.1,0382 == 0,0162810

ce qui donne...  3,2942113
pour le premier membre de la nouvelle indgalité, et, °

l.7,9931 = 0,9027152
27.8,8987 = 1,8986532
(.9,9463 = 0,9976616

ce qui donne...  3,7990300

pour le second membre, on voit que l'inégalité loga-
rithmique est satisfaite ct, par suite, que P'inégalité pri-
mitive Uest aussi. (A suivre.)



