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SUR LES FOYERS DES SECTIONS PLANES DTXE QlIADRIQUE 0 ) ;
P \ R M. DROUET,

Elève de Mathématiques spéciales au lycée Janson.

1. M. Salmon, dans son Traité de Géométrie ana-
Ij tique à trois dimensions (traduction Chemin, p. 2g5 ),
parvient, par une méthode fort savante, à une règle
simple pour former l'équation tangentielle des foyers
d'une section plane dun ellipsoïde ; nous nous proposons
ici de déduire cette règle d'une propriété élémentaire
des foyers d'une conique.

Nous supposerons l'ellipsoïde rapporté à ses axes de
symétrie, et le plan de la section passant par le centre.

Soit
rl2it2-h //2c2-+- r - t r 2 — h1 — o

l'équation tangentiefle de l'ellipsoïde, et soient

a. % 7, o

les coordonnées du plan sécant.

(») Voir 2e série; t. III, p. 48*.
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On obtient une première forme de l'équation tangen-

tîelle de la section en écrivant que le produit des dis-
tances des deux foyers à une tangente est égal au carré de
l'un des demi-axes. Si Ton considère un plan P ( M , r, w, /*)
passant par une tangente, la distance du foyer à cette
tangente peut s'obtenir en multipliant la distance du
même foyer au plan P par siiiO, 6 étant l'angle du plan
P et du plan sécant. On trouve ainsi, en désignant par
.r^yiy c:, et — x { , — y , , — z t , les coordonnées des
foyers et par S le carré du demi-axe correspondant,
l'équation

— ( u r,_-i- vyi ^-_«'-i )2 ~ /l~

ou encore
/ (UXi-r- VVi -h WZi Y2— h'1

Pour obtenir une seconde forme de l'équation tangen-
tielle de la section, nous écrirons que les deux plans
tangents menés à l'ellipsoïde par une droite tangente à
la section sont confondus. En considérant cette droite
comme l'intersection du plan sécant (a, [5, y, o) et du
plan (/J, v, fr, h), nous trouvons la condition

(a2 oc il -4- ^ S p - i - c27 w) 2

Cela posé, si nous écrivons que les équations (i) et (2 )
représentent une même conique, nous sommes conduits
à l'identité

où P2 —h 2 est le premier membre de 1 équation tangen-



tielle des foyers, c'est-à-dire l'équation cherchée; d'ail-
leurs f est le premier membre de l'équation (2) de la
section, et o désigne l'expression

( 4 )

enfin S représente le carré d'un des demi-axes, et par
suite est, comme on le sait, une racine de l'équation

on retrouverait cette équation en écrivant que le discri-
minant de f— Sep est nul.

On voit donc que, pour obtenir les foyers d'une sec-
tion plane d'un ellipsoïde, il suffit de considérer les
coniques évanouissantes du faisceau tangentiel

f =z o étant l'équation de la section, et (& = o l'équa-
tion des points où la conique u2 -f~ v2 -f- w'2 = o est ren-
contrée par le plan sécant. C'est la règle donnée par
M. Salmon.

2. On serait encore conduit à l'identité ( 3 ) si Ton cher-
chait à déterminer les foyers en les considérant comme
formant la trace d'une focale de la section sur le plan de
cette section (PRUVOST, Leçons de Géométrie ana-
lytique, t. II, p. 41^)-

Pour le vérifier, posons

S désignant une racine de l'équation (5).
*b est le premier membre de l'équation d'une focale et

les points où cette focale est rencontrée par le plan



( a, |ï, y, o ) ont pour équation tangentielle

4^Cu, v, w, h) ']/(a, 3, Y, o) — ( wh'y. -*- vtyp — (r«Ly.)2 = o

mais, comme

ƒ ( a, p, v, o) = o et .^a, p, 7, o) =— S( a* 4- p2-r- -;2),

le premier membre de l'équation précédente, divisé par
un facteur numérique, peut s'écrire

et l'on reconnaît le premier membre de l'identité [5).

3. On pout aisément trouver les équations qui déter-
minent les coordonnées cartésiennes d'un foyer d'une
section plane d'un ellipsoïde, en s'aidant de la remarque
géométrique suivante :

Si l'on considère un cône passant par l'intersection de
deux surfaces du second ordre, un plan tangent à ce cône
coupe les deux surfaces suivant deux coniques bitan-
gentes.

D'après cela, si l'ellipsoïde et le plan sécant sont
donnés par les équations

J~ v2 z1

a1 b~ c2

(P) a.r-upv —7^; —8 = o,

et si^r,, >*,, Z\ désignent les coordonnées d'un point du
plan P, pour écrire que ce point est foyer de la section,
il suffit d'exprimer que l'équation

m

représente un con^ tangent au plan [ P ).



( 325 )
Si Ton exprime successivement les conditions qui doi-

\ent être remplies :
i° Pour que l'équation (F) représente un cône5
i° Pour que le cône (F) ait son centre sur le plan (P) *,
3° Pour que le cône parallèle à F ayant pour sommet

l'origine admette comme plan tangent un plan parallèle
à ( P ) ;

4° Pour que le point (x^yK,zK) soit dans le plan P$
on trouve les équations cherchées

t~—S 6 2 - - S c1—S

a.Tj $Y\ Y^i

(4)


