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SUR LES FOYERS DES SECTIONS PLANES D'UNE QUADRIQUE (1) ;
Pir M. DROUET,

Eléve de Mathématiques spéciales au lyeée Janson.

1. M. Salmon, dans son Z7raité de Géométrie ana-
lytigue a trois dimensions (traduction Chemin, p. 295),
parvient, par unc méthode fort savante, 4 une régle
simple pour former I'équation tangenticlle des foyers
d’une scction plane d'un ellipsoide ; nous nous proposons
ici de déduire cette régle d’'une propriété élémentaire
des foyers d'une conique.

Nous supposerons lellipsoide rapporté a ses axes de
symétrie, ct le plan de la section passant par le centre.

Soit

Atu4- bieiq- c2oi—fi2=o0

I'équation tangentieflle de Pellipsoide, et soient

les coordonnées du plan sécant.

(1) Voir o0 série; t. IIL, p. 484.
Ann. de Mathemat., 5 série, t. VI. (Juillet 1887.) 22
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On obtient une premiére forme de 'équation tangen-
ticlle de la section en écrivant que le produit des dis-
tances des deux foyers 2 une tangente est égal au carré de
I'un des demi-axes. Sil’on considére unplanP (u, v, w, %)
passant par unc tangente, la distauce du foyer a cette
tangente peut s’obtenir en multipliant la distance du
méme foyer au plan P par sin, § étant ’angle du plan
P et du plan sécant. On trouve ainsi, en désignant par
Ty, Vi, 3 L —x, — ¥, — z;, les coordonnées des
foyers et par S le carré du demi-axe correspondant,
I’équation

— (U oy W)=l

wr— 2 2
S ’ (21t + Bo—+~vw)?
Slir— - R T T
i (a2 B2--v2) (12 02+ w2)

ou encore

" (Lxg— ¥+ 0 5)2— "2
— . arqp )2
oy s [- 0l t__ﬁ;_g_] —o.

22— pz__ .|,2

Pour obtenir une seconde forme de I'équation tangen-
tielle de la section, nous écrirons que les deux plans
tangents mends a Uellipsoide par une droite tangente a
la section sont confondus. En considérant cette droite
comme l'intersection du plan sécant (o, 3,v,0) et du
plan («, ¢, o, ), nous trouvons la condition

(a2xu 4+ b2Bo—+ c2vw)?
(2) atu-+b2et— 22— 12— — B - =

ara— b232 4 c2y2

Cela posé, si nous écrivons que les équations (1) et (2)
représentent unc méme conique, nous sommes conduits
a Pidentité

(3 f—Se=P_ k2

ou P2 —/2 est le premier membre de I'équation tangen-
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tielle des foyers, cest-a-dire I'équation cherchée; d’ail-
leurs f est le premier membre de I’équation (2) de la
section, et © désigne I'expression

(w2024 w2) (22— G24v2) —(au + Bo - yw)?

(A 2, B2 .2 ’
224 B2o4- v

enfin S représente le carré d’un des demi-axes, ct par
suite est, comme on le sait, une racine del’équation

aq? b2 c2y?
—— = e — =0:

@=S T pos T als T

(5)

on retrouverait cette équation en écrivant que le discri-
minant de f'— S9 est nul.

On voit donc que, pour obtenir les foyersd’une sec-
tion plane d’un cllipsoide, il suffit de considérer les
coniques évanouissantes du faisceau tangentiel

S—Se=

[ = o étant U'équation de la section, et 9= o l'équa-
tion des points ot la conique u*-- v* 4 w*= o est ren-
contrée par le plan sécant. C'est la régle donnée par
M. Salmon.

2. Onsserait encore conduit a I'identité (3) siI’on cher-
chait a déterminer les foyers en les considérant comme
formant la trace d’une focale de la section sur le plan de
cette section (Pruvost, Lecons de Géométrie ana-
lytique, t. 11, p. 416).

Pour le vérifier, posons
Y(u, v, w, h) = f— S(u2-+ 02+ w2),

S désignant une racine de ’équation (5).
¥ est le premier membre de I’équation d'une focale ct
les points ou cette focale est rencontrée par le plan
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{a, 5,%, 0) ont pour équation tangentielle
GUCu, oo w, Ry d(a 8.y, 0) — (udy — ebg — wdy )2 = o
mais, comime
S B,r0)=0 et Ui, By v, 0) =— S(a24 B2 ~2),

le premicr membre de I'équation précédente, divisé par
un facteur numérique, peut s’éerire
(a2xu —b2Bv — 2y )2

alu——b2¢2-— e2(p2 - 2 —

@’ ol — [)218.’.._}_ C_’YZ

e (B a2
s ,LQHQ*‘,,L_(_M_H‘__:LJ,

PR RN

ct Pon reconnait le premier membre de Uidentité (3).

3. On peut aisément trouver les équations qui déter-
minent les coordonnées cartésiennes d’un foyer d’unc
section plane d’un ellipsoide, en s’aidant de la remarque
géomdétrique suivante :

Si I'on considere un cone passant par I'intersection de
deux surfaces du second ordre, un plantangenta ce cone
coupe les deux surfaces suivant deux coniques bitan-
gentes.

D’aprés cela, si Uellipsoide et le plan sécant sont
donnés par les équations

o2 302 -2

— s+ = —1=o0.
«? 02 c?

(P ax By —~vs—38=o,
ctsizy, 1y, 3, désignent les coordonnées d’un point du
plan P, pour écrire que ce point est foyer de la section,
il suflit d’exprimer que I’équation
: .2 52

‘ S (1— S I
(M a? )2 c?

( [(7r - ) --(y- 31) 4+ (55— )] =0

représcnu* un cone tangent au p]an (P ).
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Sil’on exprime successivement les conditions qui doi-
vent étre remplies :

1° Pour que I’équation (T') représente un cone;

2° Pour que le cone (T') ait son centre surle plan (P);

3° Pour que le cone paralléle a T ayant pour sommet
I'origine admette comme plan tangent un plan parallcle
a(P);

4° Pour que le point (z,,y,,2,) soit dansle plan P;
on trouve les équations cherchées

3 v 53
1 S - — 1= 0,
(0 wr—3S b2--S T ¢r—S
o By 5
(2) L S5 = O
w— 62— 8 c2— S
a?qx2 02032 252
a i Y5
- = o,
(3) a— 02—S " 28§



