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SUR QUELQUES FRACTIONS CONTINUES;
Par M. E. GESARO.

Parmi les Unsolved Questions de M. Sylvester, pu-
bliées en appendice par I’Educational Times, nous
allons considérer celle qui porte le n° 2906. 1l s’agit de
chercher la valeur de la fraction continue

X:(I7 '1—, _;7 ;7 %’ "')'

Les termes a, ct b, de la n*™¢ réduite satisfont a

P’équation

T
(D) Cp+t = 7 Cn— Cn—1,

avec la condition initiale ¢, =1, et I'on aura
cph=a, ou b,

suivant que ¢o=1 ou o.
Cela étant, considérons la fonction

(2) Y=z 4+ ert--lerd ot ...,
Elle obéit, en vertu de (1), & I'équation différentielle
(1—a?)y' =y +c1+4cox;

d’ou 'on déduit aisément, par les méthodes habituelles,

(3) J/:(C:"Co)( i:”:——:) + co ‘/:izarcsinm.




Or, si ’on pose

(i) f(’l)= T._‘{;;')_..t._(._z'n——?g’

on sait que

\/.l_i__‘z_.,_{_x_l_f"z—*'ﬂ‘a+.T‘+.z‘5_4_(1'5+1~7 N
l——x-_ f(l) f(Z) f(3) cenn

[0 . xr? 3 xt
\/1——x arc sinz = x - (\7+—,;)f(l)+<47+—5‘>f(2)
7

Par substitution dans (3) et comparaison avec (2), on
trouve

7 l
cp=—(cp—0y) *’—”—‘ *—(’t\,/[%] .
%]

En conséquence, si 'on fait successivement ¢, =1,
co = 0, on oblient

sy
N 2

d’on I'on déduit que la n*™ réduite de la fraction con-
sidérée est

T aln].
) \”—'nf 2

D’autre part, on sait que 'expression (4) se réduit,

pour 7 trés grand, a \/mn, abstraction faite d’un facteur
variable, qui tend vers I'unité. On a donc, sensible-
ment,

X, = ﬂ["—l]y d'ou X=-.

nia

R

Si I'on fait usage de la formule de Stirling, on trouve

— \
_/'l(rl)::rz+l:<l»'——l— — —-...);
i 8



(31)
puis la formule (3) devient

—|—(—I)"-—n[l+(—7[)" - L —+—]

in 8n2

(6) X,=

w]‘l

On peut en déduire un développement analogue pour le
nieme quotient complet Q.. On a, en effet,

Xby—y— an—y _ bpy X— X, L

Q= an—Xb, = b, X,—X~

et, par suite, en vertu de (6),

1 3
=14 — 4 —— ...
Qn an 8 n2

On voit que, pour n indéfiniment croissant, la frac-
tion continue

Q _ 1 1 1 1
"mAR R+t n+a2 n=3"""
tend vers I'unité. On résout ainsi la Question 2997 de

I'Educational Times.
En partant de l'identité

X=X+ (X—X) — (5—=Xg) + (Xhu—X5) ~. ..

on trouve la formule

- 1 1 /2. 2.4.6)\2
—l+3—;— <\> 7(\ N ) (3.5.7) + ...

Si I'on observe que la somme des  premiers termes du

EE

I

N1

w

(&)

second membre est X, ,, on reconnait que l'erreur
commise en s’arrétant au ni*™® termc est sensiblement

é%t’ pour de tres grandes valeurs de n. On peut donc

aftirmer que la série obtenue est fort peu convergente.
11 est possible d’évaluer, plus généralement, la frac-
tion

\

x(‘u):<1, porE E,...),
12 4



( 32)
sans passer par le calcul des réduites successives. Re-
marquons d’abord que les termes de la ni*™¢ réduite
satisfont a I'équation
(1—22)y = py + c1+ ¢y,
la fonction y étant toujours définie par 1'égalité (2), on
cp représente inditféremment a, ou 4,. Si I'on pose
n
. *
1—a\? dr
J(x = _— E—
(@ 1) fo .\1+x> 1—x

on trouve sans peine
©®

_a—cff1t+a\?_ (., [(i+=
= o= ()] g (252) h o,

et 'on en déduit

»|E

n=w g
an,xn 1-—~x\?
‘ Z n _<1~~1‘> Top),
("‘) / n=t
! n=w &
E b,,:r"_l J-a 2_1
n  pl\u—z
\on=1

Ces fonctions deviennent infinies pour x = 1. La limite
de leur rapport, pour x =1, ne diflére donc pas de la
limite de g—:, pour 7 infini. Conséquemment

ty—a % dz lm%_jdr
X (p)=pJ(, H)=Hfo <1Tx> = pfo S

Sous d’autres formes,

T

3
X(p)= 2pf (tangz)b—tdr
°

Quant aux réduites, on calcule d’abord 4, au moyen



(33)
de (7); puis, si 'on pose

En:l——}).<.l?l._é?+,b_3_”.+ bn———l >’

1 2 3 n—i
on a
Mz, p)y=gx+ler?+lard+lagzt+.. .,

et, par suite,

by e by ey by e, by &
an=en+pn<—~‘ e e e e T L

1 n—1J 2 n—2 3 n—3 n—i1 1

Prenons, comme exemple, le cas de . = 2. On a

logg=(1,%2,2,%,2,...).

Les termes de la ni¢™e réduite sont

3

/ 1 I 1
a,,:znkl——;—*.—-——...* =1, b, = n.

En conséquence,

(—1)n

n

X,lzzgﬂ(n)ﬂﬂ[ﬁ]z-l.— .
2

pourvu que l'on représente par H (n) la somme des n
premiers termes de la série harmonique. On en déduit,
en vertu de formules connues,

Xn=log4 + (—1)" (

7 L .
2n%  4n*  a2n8 7))

puis, pour exprimer le n'*™® quotient complet,

O L - B

n n2 21t
On voit que la fraction dont il s’agit est plus conver-
gente que celle de M. Sylvester.

Plus généralement encore, considérons la fraction
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(34)

continue

X(p.,v):(l, o , & i i )

? 7 > )
I+v 2-4+v 34+v 4+

En opérant comme plus haut, on trouve

" e #

2 apr®tV (14 x\? 1—x\2 2vVdr
n—+v \1—ux o I+~2) 1—x

n=1

E bpxn+y 1+—z\? Y /1—z\2? 2vda
n+v \1—x o \1-—x/ 1—z?
n=1

La valeur de X (1, v) est donc égale au rapport des inté-
grales

| w
2 gVdx

/“ 1—ax\?avdr Yii—2
el s = .
Jo 1+ 1—x o I+ 2 1— x?

Par exemple, si I'on pose

X(2,v)=
I—

En particulier, lorsque v est un nombre entiern —1, la
derniére formule donne l'expression du ni*™® quotient
complet de la fraction (1, , %, %, ...), considérée plus

haut. Soit encore v =1%: on trouve

LA GO S S N AP
=+a2 \'173 357 ’

C’est par des procédés semblables que 1'on parvient

etc., etc.



a calculer la fraction

Y (p,)=1-+

On obtient d’abord

n—uw _ x
2 Bag TV _eTHY / ¥ (1— )it el dy
n-v (11— J ’
n=1
n=—ow b x
n—+v —ux
2 no 2 e f V(1 —z)P-lebrdr,
n-—v =z J
n=1

et ’on en déduit

1
f:r\‘ (1 — x)u—tepxr dy

Y (@, v) 1 .
f V(1 — x )t el da
0

Exemples :

e—1=1-+

1ol

W

d’ou




d’ou

Des fractions analogues ont été étudiées par Amo-
retti, Wronski, Legendre, etc.



