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SUR L’ABAISSEMENT DES EQUATIONS RECIPROQUES;
Par M. Cu. BIEHLER.

1. Ou sait que, si 'équation I (x) = o est réciproque
ct n’admet pas les racines — 1 et + 1, si Uon fait la



—
©
(51
[~

~—

substitution

1\ —
b

I+

Yy =

I'équation en y ne renferme plus que des puissances
paires de y ct, en posant y? = z, la résolution de’équa-
tion I'(x)= o est ramenée a celle d’'une équation de

’ I
degré sous-double. A deux valeurs de x, x = a, x = =

réciproques, correspondent, en cffet, des valeurs de y
¢égales et de signes contraires.
Nous allons nous proposer de chercher la forme gé-
nérale des fonctions rationnelles
Y= 9(x)
¥ (x)
qui jouissent de la méme propriété que lafonction
Soit

11—
1~

A+ Az L+ Aam
T By+Bjz+ ...+ Byar

la fonction cherchée ; on doit avoir

°<3' o ()
I

‘,< ‘)=_w>
x

v
ct, par suite,

Aoz - Ajam—14 ...~ A\,
2P (ByaP + Biar—1+ ... + B,)
AN+ Ay

T T By +Bir+ ... +Byar

Pour que I'identité soit possible entre les deux mem-
bres, il faut que m = p. Par suite,

1\0.1‘"' -+ :\1$"’_’ —+ ...+ A,,,
Boaxm + Byxzm—1+4 ...+ 1B,,
A+ Ay qxm=t 4 ...+ A\

Boem 4 .-+ By




(233)

Pour que ces fractions soient égales, il faut que les
termes de méme degré des numérateurs et des déno-
minateurs ne différent que par un factcur constant.

On a donc

Ay = )‘Ann ‘ B, = _)\BIIH
A= )‘Am—h ) avec B, =—)‘Bm-h
........... , ceeseme ey
Ap = )\Ao, ? Bm=_‘)‘B0

Ces dégalités donnent
.. AoAy = )‘2A0Amy
d'ou
2=,
A==+1.
N
Prenons A = 1, on aura

Ag= Am) By = —Bm,
A= Am-1~ Bl = Bmfh

Distinguons les cas de m pair et impair :
Si m est pair et égal 4 27, le numérateur devient
Ag(2t 4 1)+ Ag(22n 1 v 2) + ... + A2,

il est réciproque.

Quant au dénominateur, il devient
Bo(z2? — 1) + By (221 — &)+ ... + By (zn+t —gn-1);
il renferme le facteur x? — 1 et peut s’écrire

(1—2?)dan-s (),
| x) étant un polynodme réciproque de degré pair;
Yan—2 poly proq gre pair;
par suite,
y= S ()
(1 — ) dan—2(x)

ou bien

147 92n(2)
T —w (1 +2)e, o(7)
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_— 9
1 —x q’Zu(fl')

Y=
pun() et Yan (x) étant des polynomes réciproques de
degré pair an.

Si m est impair, m = 21 + 1; l¢ numérateur devient
Ap(z2n+t 1)+ Ay(22 ) + ... = \(2n+l 4 zn-t);
ce polyndme renferme x —+ 1 en facteur; on peut I'écrire
(Z' + 1 )(?2"(1')1
®2,(x) ¢tant un polyndéme de degré pair et réciproque ;

le dénominateur devient dans ce cas
Bo(a2n+t — 1) + B (22t — )+ ... + B, (zn+1 — an).
C’est lc produit de 1 — x par un polyndome ¥y, (.r)
réciproque et de degré pair; on a donc
1—x (?en("")
1+2 Yon()

y=

La forme trouvée dans le cas de m pair, a savoir

1+ ‘?2/:(-7')
== -
1—x 4‘2/1,(1')

se ramene immédiatement a cette derniére, car on peut

Y, .
I’éerire

=2 <y,(r) 1—x (14 2\% 9,(r)
\—x \P-zn(T): 1 -f—x(l——:v) ban(2)’
les polynomes (1 +4- x)?, (1 — x)* sont réciproques et
de degré pair.
in prenant A= -— 1, on arrive évidemment aux
mémes résultats.

On peut donc dire que la forme la plus générale de la
{onction rationnelle qui jouit des mémes propriéeés que
la substitution

I—r

Y =1+ e
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1— 2 Q9,(2)

e
e (@) et dap(a) étant des polynomes réciproques ct
de degré pair.

2. On sait aussi qu’on ramene la résolution de I'équa-
tion réciproque de degré pair a celle d’unc équation de
degré sous-double, en faisant la substitution

z2=0 <ar, ;I\ s
la fonction O étant symétrique en x ct ; et rationnelle.

Mais unetelle fonction estle quotient de deux fonctions
entiéres et symétriques en x et l;; chacune de ces fonce-
tions symétriques est une fonction entiére de la somme

. .. 1 . g .
et du produit des quantités x et g c’est-a-dire une fonc-
. | 4
tion de x + s sculement.
" , . . 1 P
La forme générale de la fonction 0 (r, ;_) symétrique
/
I

en x et — est donc

G(z—k—-{)

/

H (xf-:)

/

’

G et H étant des fonctions enti¢res quelconques. La
plus simple de ces substitutions est évidemment celle
dont on fait habitucellement usage, a savoir

I

5= 70  —-
1

Dans la question précédente, I'équation cn y* ayant
été obtenue, on P'abaissc au degrésous double en posant
) 2=z ; or la forme générale dc 7 cst

1—7 '{‘211‘ £ )

y = —_—
N 1o bh(r)




d’ou
- ) _.3/:(-7')
(r+a2)* 43, ()
. I —.r)2 , .
Mais la foncyjon El - 1‘;2 peut s’écrire
T+ ——2
(1—=x)

(1+x)? I

.1‘—!-';-4—2

D’autre part, un polynome f(x) symérrique, de degré
2|, peut s’éerire

f(z):a‘P-[A\()(xu—}—ﬁ) -+ ],

ct 'on sait que tous les termes de la forme x"—{—x—l“

. . I
sont des fonctions rationnelles de x + o la valeur de z
peut donc s’écrire
I 1
xr+——2 G,<r+—>
x x

= 1 1 )
X 4=+ 2 H,(x-}——)
x x

Cette forme rentre donc dans la forme
G <x -+ l)

xr

O
11 (.r +2)

On voit donc que les deux substitutions que l'on

L=

cmploie dans la résolution des équations réciproques, a

. 1 I . .
$ayvolr )’ = T .1;7 z —y2 et z2=x—+ ;~ rentrcent, ainsi
—_

que les formes les plus générales de ces substitutions,
G <.7‘ -+ L)

x,

—
H (.T -+ —)

7

G et H étant des fonctions entiéres.

dans un type unique

S =



