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SUR LES SÉRIES;
PAR M. CH. BIEHLER.

1. Si 1 on a une série à ternies positifs

U0 -f- llt -h U2 -h . . . -h Un -+• • • • ,

cette série sera divergente si l'on peut trouver une fonc-
tion <p(«), telle que uno(n) ait pour limite une quan-
tité \ diiïérente de zéro, la fonction o (ri) remplissant en

outre la condition que la série 7 —ï— soit une série
divergente.

La série
UQ - f - U t - f - . . . - + - l ( n H - . . .

sera au contraire convergente, si Ton peut trouver une
fonction o(n)^ telle que un'5(n) ait pour limite une

quantité finie X, et telle que la série "V -~— soit con-

vergente.
Dans le premier cas, un 'f(n) peut croître au delà de

toute limite; dans le second cas, A peut avoir pour
limite zéro : le théorème est encore vrai; la démonstra-
tion que nous allons en donner le montre d'une manière
évidente.

2. Supposons d'abord que un'f(n) n'ait pas pour

limite zéro, et que la série \ soit divergente.

On pourra toujours trouver un nombre y. supérieur à
zéro, tel que, pour une certaine valeur de n et pour-
toute valeur plus grande, u„ z>(n) soit plus grand que ;JL ;



( "44 )
>n aura donc, à partir de cette valeur,

par suite,

la quantité entre parenthèses augmente indéfiniment

quand p croît lui-même indéfiniment*, par suite,

est divergente.

On sait que la série harmonique est divergente; on

en conclut que les séries V̂ ——> où le degré du déno-

minateur ne surpasse pas de plus d'une unité celui du

numérateur, sont des séries divergentes} dans ce cas,

cp(ra) = n et tiff1—z9 dans les hypothèses faites, est une

fonction qui, pour n infini, a pour limite une quantité

finie, ou augmente indéfiniment : la série ^V ^ , \ est

donc divergente.

11 en est de même des séries 2uT\—\ü' e n Po s a u^

unz=z — - , la fonction nuu croît au delà de toute limite

quand n augmente indéfiniment.

3. Supposons maintenant que un z>(n) ait pour limite

une quantité finie 1 ou bienzéio, mais que ^{n) soit une

fonction telle que "V —-— soit une série convergente -, la

série proposée \ ^ un sera aus&i conveigente.



En effet, si un '^(/i) a pour limite une quantité X ou
zéro, on pourra toujours trouver une valeur JJL supé-
rieure à \y mais finie» et telle que, pour une valeur de n
suffisamment grande, et pour toute valeur plus grande
de 72, le produit u,,cp(/z) soit inférieur à IL-, on aura
donc

on en tire

r i i i i
< [X — r — H 7 -4-. . .H 7 I .

[_o(/i) cp(/z -+-1) o(

Par hypothèse, N —̂—- est une série convergente,

« sera donc aussi une série convergente.

On démontre que la série \ i + g est convergente

pour toute valeur positive de a, quelque petite que soit

d'ailleurs la quantité a; par suite, les séries z^r7~\7

*tm r ( ïl )

dans lesquelles le degré du dénominateur surpasse de
plus d'une unité celui du numérateur, sont conver-
gentes.

On peut trouver une infinité de fonctions o(n) dont
l'ordre de grandeur est compris entre celui de n et celui
de 7z*+a, a étant une quantité positive non nulle, et qui
jouissent de la propriété de fournir des séries ^ -77—

divergentes ou convergentes.
En prenant pour o(n) les fonctions

nhn, nhnhhn, .. .,



les séries ^,—7— soul di vergen les*, les fondions

n(Ln)V-, nLn(LLn)\><, . . . ,

où IJL >> 1, donnent, au contraire, des séries 7 —-— qui
1 Jmd cp ( 11 ) A

sont convergentes.
L'ordre de grandeur de ces fonctions va en se rappro-

chant de plus en plus; mais Abel a démontré qu'il
n'existe pas de fonction 'f («) intermédiaire entre elles,
et telle que, si un <p(ra) a pour limite zéro, la série

\ un soit convergente, et si un o(n) n'a pas pour limite

zéro, la série ^ un soit divergente.
S'il était possible de trouver facilement la limite des

produits

un.nhn, un.nhnLhn, . . . , ^„^(L/i)^, . . . ,

011 pourrait mettre en évidence la divergence ou la con-
vergence d'un grand nombre de séries à termes positifs;
malheureusement cette limite n'est pas, en général, aisée
à trouver. Prenons quelques exemples.

n — 00

4. Soit la série \ L I 1 - j - —;—r ? où L désigne un lo-
rt = O

garithme népérien, et <p(/z) une fonction qui augmente
indéfiniment avec /z; nous aurons

et, par suite,
\\mun çp(/i) = Le

ou
lim un o{n ) = 1.

Si donc la série \ est convergente, la proposée



( 247 )

l'est aussi; si ^—-r— est divergente, la proposée est di-
vergente.

Ce qui précède nous permet de trouver les conditions
dans lesquelles un produit infini de la forme

est convergent ou divergent.
Considérons, à cet etfet, la série

et posons,

On aura

M0 4 - UX -+- .

O U

» — 0 n = 0

pour abréger,

i

cp( n)

..+ tt»=L(i-»0.

— a,,.

)+L(.+ a,

M0-f- ï/i4-. ..-+- M „ = L ( H -

Mais nous avons vu que le second membre tend vers
une limite finie quand n augmente indéfiniment, si la

série ^ a r t est convergente; par suite, le produit

( i - f - a o j ( i - h ocj ) . . . ( i H - O L H ) . . .

tend lui-même vers une limite finie, si la série ^ a w est
convergente. Le logarithme de

augmente au contraire au delà de toute limite, si la

série N a„ est divergente } on en conclut que le produit

( i — a u M i — a j > , .y i - 1 - a , / ) . . .



augmente aussi indéfiniment ou tend vers zéro, quand la

série \ aw est divergente} il augmente indéfiniment, si

les facteurs sont plus grands que un, et il tend vers zéro
si les facteurs sont plus petits que un,

En particulier, le produit

a pour limite une quantité différente de zéro, puisque
la série

i i i i

est une séiie convergente.

o. Considérons maintenant la série

i . ' - î . ~)...{in — i ) i

2 . 4 • G . . . 2 II 11l - r - I
n — 0

Soit
i . 3 . 5 . . . r a / i — i ) i

'2 . 4 . 6 . . . 2 n 2/l + f'

on peut écrire itn sous les deux formes suivantes :

/ I \ / T \ / I \ 1

\ */\ 4/ V in)in^-\

par suite,

^1= ( i— —1 ( i— ^

L C2/t-2)2

Soit (m),i le produit

H/, =



et soit 0 sa limite pour n croissant indéfiniment} on a

par suite,

( 1 n -4- i ) /'2 n
et

quand n croît indéfiniment,

i + " 2 M {/lim/i „ {/
| / '2

Le second membre étant fini, et la série / - étant

convergente, la proposée est aussi convergente ; l'expres-
sion précédente montre, en outre, que les termes de la
série se rapprochent indéfiniment de ceux de la série

—i_; la proposée est convergente comme elle.
1+

6. Considérons la série

" y f i . 3.5. ..('2 71 — 1)1^
2mà L a.4.6. . .2«. J
n = 0

En posant

[ i . 3 . 5 . . . ( 2 / i —i)"!^
a.4.6...a/i J '

on aura, d'après ce qui précède,

ou bien



et, par suite,

£ i /Ts
['imnt««= tfîy-vw =y (-ï
On voit que, si - ^> i, la série proposée est conver-

gente 5 si — = i ou si — <^ i, la série est divergente.

On peut traiter d'une manière analogue les séries

1

-f- 3 ) . . .(il -h 97i •—

( ' i \ -+- - > ) ( i î - t - 4 ) . . . C i X - t - 2 / ? )
rt - 1

et

la première renferme deux paramètres X et p., la seconde
trois paramètres X, jx, v. La première est convergente

quand 7^>i, la seconde est convergente quand v est

plus grand que deux : dans tous les autres cas, elles sont
divergentes; ces séries comprennent un certain nombre
de séries bien connues.

7. Soit encore la série ^ —; on sait que
- ~ y i. 2.3... n

le produit i . a . 3 . . . 72, pour de grandes valeurs de 72,

peut s'écrire

1 . 2 . 3 . . . / i = nne~n

£„ ayant pour limite zéro quand /z augmente indéüniment,
on en déduit

2«/ w/;
y / i . 2 . 3 . . . « = ?)e~l v'iTzn v(i-—^,t)



quand n augmente indéfiniment, nun a pour limite e : la

série ^ est donc divergente.
- " y / i . 2 . 3 . . .n

nzroB

. Considérons la serie > = ; posant
ÂJL I . i. 3 . . . n r

nnxn

u — ,
I . 2 . 3 . . . f t

on a

• s » )

par suite,

Un — -j== î
y'2 TU 71 ( I -4- ert )

si e ^ ^ i , la série est divergente: si ex<^ i , elle est

convergente ; si ex = i, lim/i2 ẑ /̂  = ~T= , la série > -y

étant divergente, la proposée l'est aussi.

9. Considérons enfin la série ^ ( y e — I /5 posant

Mn = y/e — i, le produit nun = n\\]e — i) a pour limite
l'unité, quand n augmente indéfiniment; par suite, la
série, dans ses termes éloignés, devient comparable à la
série harmonique : elle est donc divergente.


