NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

CH. BIEHLER
Sur les séries

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 6
(1887), p. 243-251

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1887_3 6_ 243 0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1887, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1887_3_6__243_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LES SERIES;
Par M. Cu. BIEHLER.

1. Si 'on a une séric a termes positifs
Ug— Uy Uy~ oo U~ u.,

cette séric sera divergente si 'on peut trouver une fonc-
tion 9(n), telle que w, v (n) ait pour limite unc quan-
tité X dillérente de zéro, la fonction ¢ (2) remplissant ¢n
outre la condition que la séric 2?{7—) soit une séric
. :

divergente.

La série

Ug= Uy e o Uy ..

sera au contraire convergente, si 'on peut trouver une
fonction 9(n), telle que u, %z (n) ait pour limitc une

soit con-

e . 1

quantité finic X, et telle que la série 2
a(n)

vergente.

Dans le premier cas, u, ¢(n) peut croitre au dela de
toute limite; dans le second cas, A peutl avoir pour
limite zéro : le théoréme est encore vrai; la démonstra-
tion que nous allons en donner le montre d’une maniére
évidente.

2. Supposons d’abord que u,(n) n'ait pas pour
. . » , . I . .
limite zéro, ct que la série 2 —— soil divergente.
g(n) o

On pourra Loujours Lrouver un nombre @ supéri('urﬁ
zéro, tel que, pour une certaine valear de n et pour
toute valeur plus grande, u, 2 (n) soit plus grand que 1
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on aura donc, a partir de cette valeur,

Upp(n)> p.

Uprr 9(N 1) >,

B R EE)

. "r1+1:’~?(n““]))>lll
par suile,

Up—Upr1+ .+ Upyp
1 1 I
pl— —— o —|;
> [9(;1) o(n—+r1) L"D(ll—l—p)]’

la quantité entre parenthéses augmente indéfiniment
quand p croit lui-méme indéliniment; par suite,

Up—Upyy—. o= Uppp—+ ...

est divergente.

On sait que la séric harmonique est divergente; on
roe (n) | . ,
en conclut que les séries 2 ILOT) » on le degré du déno-

minateur ne surpasse pas de plus d’une unité celui du
numdérateur, sont des sévies divergentes; daus ce cas,

— J(n)
p(n)=net "En)
fonction qui, pour n infini, a pour limite une quantité¢
J(n)
F(n)

> dans les hypothéses faites, est une

cst

finie, ou augmente indéfiniment : la série
donce divergente.
\ - 1
Il en est de méme des séries Z————; en posant
{(Ln)e

1
(Ln)w
quand 72 augmente indéliniment.

u, = » la fonction nu, croit au dela de toute limite

3. Supposons maintenant que u, ¢(72) ait pour limite
unc quantité finie Aou bienzéro, mais que ¢(n) soit une

" . I . ;.
fonction telle que —— soil une série convergente ; la
e(n) o ’

séric proposce E u, scra aussi convergente.
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En eflet, si u, z(n)a pour limite unc quantité A ou
z6éro, on pourra toujours trouver unc valeur g supé-
ricure a 2, mais finie, ct telle que, pour unc valeur de 2
suffisamment grande, ct pour toute valeur plus grande
de n, le produit u, (n) soit inféricur & w; on aura
donc

Upp(n) << p
Upry (n+1) < p,

............ e,
Unap F(R=+p)< 15
on en tire

Up—+ Uppg—t .o o+ Upsp

I 1 I
<t[qm s =+ sEa)

\ 1 -
Par hypothése, —— est unc série convergente
g(n) ’

E u, sera donc aussi une série convergente.

On démontre que la série Z est convergente

I
721—4—1
your toute valeur positive de a, quelque petite que soit
I p » queique p q
Sf(n)
F(n)’
dans lesquelles le degré du dénominatcur surpasse de

q 5 T

d’ailleurs la quantité o; par suite, les séries 2

plus d’une unité celui du numérateur, sont conver-
gentes.

On peut trouver une infinité de fonctions o (2) dont
I'ordre de grandeur cst compris entre celui de 2 ct celui
de n'*%, o étant une quantité positive non nulle, et qui
I

c?(n)

jouissent de la propriété de fournir des séries E

divergentes ou convergentes.
En prenant pour ¢(7) les fonctions

nkLn, nLnLLn, ...,
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e Wl I . .
les séries sont divergentes; les fonctions
o(n) ° ) :

n(Lr), nLr(LLn), ...

T
5(n)

ou i > 1, donnent, au contraire, des séries 2 (qui
sont convergentes.

L'ordre de grandeur de ces fonctions va en se rappro-
chant de plus en plus; mais Abel a démontré qu’il
n’existe pas de fonction ¢(n) intermédiaire entre clles,
ct telle que, si w,9(n) a pour limite zéro, la série
2 u, soit convergente, et si u, ¢(n) n’a pas pour limite
zéro, la série Z u, soit divergente.

S’il était possible de trouver facilement la limite des

pl‘odui Ls

u,.nLn, w,.nLrLLn, ..., wyn(Ln)* ...,

on pourrait mettre en évidence la divergence ou la con-
vergence d’un grand nombre de séries a termes positifs;
malheurcusement cette limite n’est pas, en général, aisée

i trouver. Prenons quelques exemples.

n—owo

4. Soit la série E L [x -+ ;(I]—Z)J, ou L dédsigne un lo-
n=0

garithme népérien, ct ¢(n) une fonction qui augmente
indéfiniment avec n; nous aurons

oln)
Un ?(n) =L [I+ O(In)]

limu, ¢(n)=Le

ct, par suite,

ou
limu, s(n)=1.

. A N ,
Si donc la séric —— ¢st convergente, la proposée
":’( n ) o b



( 247)

. . I . e .
P’est aussij si E st o divergente, la proposée est di-

vergente.
Ce qui précéde nous permet de trouver les conditions
dans lesquelles un produit infini de la forme

(T4 2p) (T +ap). . (T4 2,). ..

est convergent ou divergent.
Considérons, a cet effet, la série

n—w n—awo
E Un= Z L[]_L o(n)]
n==0 n=90

On aura
o+ Uy+...+Up=L(1=+29)+ L1+ a)+... L1+ a,)

ou

Ug+ Uy +. ..+ Up= L1+ 29)(14+21). . .(14+ap).

Mais nous avons vu que le second membre tend vers
une limite finie quand n augmente indéfiniment, si la

série 2 a, st convergente ; par suite, le produit
(P2 ) (T4 2g)ee (1 2,). .
tend lui-méme vers une limite finie, si la série 2 o, est
convergente. Le logarithme de
(1-+2) (T ag)e . (T4 2p). ..
augmente au contrairc au dela de toute limite, si la
séric E =, est divergente ; on en conclut que le produit
(- dg (L - 4«

[ R D

H
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augmente aussi indéfiniment ou tend vers zéro, quand la
série Z a, est divergente; il augmente indéfiniment, si
les facteurs sont plus grands que un, et il tend vers zéro

si les facteurs sont plus petits que un.
En particulicr, le produit

(=) i) o

a pour limite une quantité dillérente de zéro, puisque
la séric
1 1 I

1
i e I T )
4’3—'_6'3 1n?

- 0=

est une série convcrgenlc.

5. Considérons maintenant la série

n-—o

21.'%.3...(9,11—1) I
2.4.6...2n a2n-—+1

n==0

Soit
1.3.5...(an—1) I

Uy =

2.4.6...2n on—+1’

on peut écrire 1, sous les deux formes suivantes :
( I (l T 'l 1 1
U, = | — - _—— ) e —_— [
" \ 2/ \ 4 ( on)an+1’
u (1 + ! ( + ! PRI ! ;
Ly = - 1 — Je
SO 2/ \ 4 aon—a/an(2n-+1)’

par suite,

o 1 I
a=(=5) (= 3)

1 1 1
. [I N (‘ln — 2);1] <l - 37) 2n(2n —\—1)'2'

Soit @, le produit

O, = LAY I PO [ —
n= '“’-j.’/) ! ',‘2) (an — )2
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ct soit © sa limite pour »n croissant indéfiniment ; on a

1 1
u=0,(1r—— ) ————;
" "< 2n> on(an+1)2’

par suite,

Up= —> /0 (1 ! >
" (2n+1)y2n " 2n

et
1
1+ n 1
n Wp= —— 9n<1——~>;
(2n4+1)y2 2n

quand 7 croit indéfiniment,

1

1
14—
2

étant

Le second membre étant fini, ct la série 2

convergente, la proposée cst aussi convergente ; I'expres-
sion précédente montre, en outre, que les termes de la
série se rapprochent indéfiniment de ceux de la série

1

I ,
E —; la proposée est convergente comme elle.
1+
2

6. Considérons la série

=

nE 1.3.5...(2n—1)]*
[ 2.4.6...2n ]

n=0

= [M___‘)]u’

= 2.4.6...2n

En posant

on aura, d’aprés ce qui précéde,

1 1\
= by — —
Up (‘/E)E" eﬂ(! 211>
ou bien

i
1 1

Ty — el — 1
SR o (1 35)"
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Cl, par suite,

)
& I — 7O\® it 3
limn2u,= (7;—)a Vor :\/(%yl, limn2u,= <%> .

. . X , . ,

On voit que, si 5 >1, la série proposée est conver-
gente; si & = i & <1, la séric est di te
gente; si - = ousi = <1, laséric est divergente.

On peut traiter d'une maniére analoguc les séries

n-—ow .
E (22 +1)(2h+3)...(2h+on—1)]¥
(2h+2)(2) +§)...(2h+2n)

n -1

ct

O =) py0n) — )Y,
SN = )5k — ). [(en—)h—p]

4]

la premiére renferme deux paramétres et ., la seconde
trois parameétres A, ik, v. La premiére est convergente
quand %> 1, la seconde est convergente quand v est
plus grand que deux ; dans tous les autres cas, clles sont

divergentes; ces séries comprennent un certain nombre
de séries bien connues.

7. Soit encorc la série 2

—'—:_._: on sait que
Vl 2. 3...n, q

le produit 1.2.3...n, pour de grandes valeurs de n,
peut s’éerire

1.2.3...n=nne-nyamn(1+¢,).
¢, ayant pour limite zéro quand n augmente indéliniment,
on cn déduit

Vi23... n=net*aomn YO—¢,
1

'\7/1.2 f:n’

nu, =

ct, en posant u, =

"/nrn ‘/llﬂ—-,
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quand n augmente indéfiniment, nu, a pour limitee: la

,. I
serie E”
Vi.2.3...n
n—aw

“ 1. , . nhaxn
8. Considérons la série E —_— ; posant
1.2.3...n

est done divergente.

n=1

nngn
Up= — )y
" 1.2.3...n
on a
nran

nre=namn(i-+ ) ’

Up =

par suite,
(ezx)n

Up =2 e e}
Vamn(i-+c¢,)

si ex >1, la série est divergente; si ex <1, elle est
1
. .o 1 i 1
convergente; st ex =1, limn®u, = ——, la série z —
\/‘LTE 2
n
’ . ’ b b
étant divergente, la proposée I’est aussi.
n—wo®
. ’ , . n/—
9. Considérons enfin la série z (Ve—1); posant
n=1
n/— . ny— . .
Uy =— \/e— I, le prodult nu,—=n (\/e——— l> a pour limite
I'unité, quand 7 augmente indéfiniment; par suite, la
série, dans ses termes €loignés, devient comparable a la
série harmonique : elle est done divergente.



