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REMARQUES SUR LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE;

PAU M. E. CESARO.

1. Coordonnées d'inertie. — Soient A, A2 A3 un tri-
angle scalène (' ), a- son aire, G son barycentre, x etj les
coordonnées d'un point quelconque du plan, par rapport
aux axes principaux d'inertie, issus de (j. Ce sont les
coordonnées d'inertie du point. En particulier, soient xi

(') Quelques-uns des résultat*» que nous allons obtenir sont en dé-
faut dans le cas des triangles isoscèles : il serait facile d'examiner à par
ce cas spécial.



(
et jt les coordonnées de A/. D'après un théorème
connu ( '), les moments et le produit d'inertie d'un
triangle, relativement à deux axes orthogonaux de son
plan, sont les mêmes que si l'on concentrait l'aire du
triangle en trois masses égales, appliquées aux milieux
des côtés; par conséqueut, si a et b sont les demi-axes
de l'ellipse centrale d'inertie, et si l'on observe que les

coordonnées du milieu du côté opposé à A; sont

et — — ? on a
'2

(O

O) ^V/7 /^o ,

i devant toujours varier entre i et 3. On a, en outre,

(3) 2^=°' 27/=o-

2. Cela posé, les relations (2) et (3) donnent immé-
diatement

72 — 73 _. 7-3—71 _ 7i—72 ___ _^_
xx x2 cr3 6 a 2 '

7i 72 73 b£'2

pourvu que l'on tienne compte de (1) et de la formule
connue

73— Vi )

Pour que les égalités ( \ ) soient compatibles entre elles,

( ') Voir une Question proposée par M. G. Cesàro, professeur à Liège,
dans la Nouvelle Correspondance mathématique (t. IV, p. /joi, et t. V.
p. 29).



il faut que l'on ait

(5) Œ

Enfin il ne serait pas difficile de démontrer, au moyen
des relations qui précèdent, une foule d'autres égalités,
plus ou moins intéressantes, ayant toutes quelque im-
portance dansl'étude du triangle. On trouve, par exemple,
les relations

2 _ _ IÈ1

(6) v , v , ^
^yi = 37i72j3, JLkXiyi ~~ ~~ T*

que nous all ons immédiatement employer dans une re-
cherche particulière.

3. Cercle circonscrit. — Soient 7', a, [î le rayon et
les coordonnées du centre du cercle circonscrit. On a

(7) r*- = (a —

Multiplions d'abord cette équation par .r/, puis par y g.
Faisons ensuite z!= i, 2, 3, successivement. Par ad-
dition et en ayant égard à (6), nous trouvons

(8) ?

Dès lors, les formules (6) deviennent

(9)

a2—62 '

Voici d'autres formules, qu'il serait facile de déduire de



(10)

L'addition des égalités (7) donne

(11) /•* = a 2 -

Si, avant d'ajouter, on multiplie chaque équation (7)
par xj ou par jr,% on obtient, à cause de (10),

Par combinaison de (1 1) avec (12) 011 trouve,

4. Ellipse de Steinev. — L'équation générale des
coniques, dont le centre est en G, est

A J 2 + I3j2-t- aG^rj = 1.

Ecrivons que cette équation est vérifiée par les coordon-
nées de A/. Multiplions d'abord par 1, puis par x^
enfin parjv, l'équation obtenue. On trouve, en faisant
/ = 1, 2, 3 et en ajoutant, les égaliLés

(\a-2~ B/^)a H- 2C62J3 == o, (Afl2- B^*)P - a C ^ a = o,

(*) Si l'on compare ce résultat à l'un de ceux que nous avons obtenus
dans l'article Sur la droite de Simson, on voit que le cercle géné-
rateur de l'hypocycloïde de Ferrers est égal au cercle des neuf points :
on sait déjà que le cercle directeur, trois fois plus grand, est concen-
trique au même cercle.



( 9 )
pourvu que l'on ait égard aux formules (9) . L'équation
de l'ellipse de Steiner est donc

Ainsi, les axes de F ellipse de Steiner, que nous désigne-
rons désormais par E, ne sont autres que les axes prin-
cipaux d'inertie du triangle, relatifs au barycentre (*).

5. Points de Steiner et de Tarry. — La circonférence
circonscrite rencontre E en quatre points, dont trois
sont les sommets du triangle, et le quatrième, R, est le
point de Sieiner. Résolvons le système formé par les
équations de E et du cercle circonscrit. Par élimination
d e j ' , 011 trouve une équation du quatrième degré en x,
II suffit de calculer les coefficients de x3 et x'1 : leur
rapport,cliangé de signe,représente, àeause de (3) , l 'ab-
scisse de R. On trouve ainsi

__ 4 a2 a _ 4 62 p

Le point de Tarry est le point N, diamétralement op-
posé à R, sur la circonférence circonscrite. Ses coordon-
nées sont donc

II en résulte que, si l'on se donnait, dans un triangle,
l'ortliocentre, H, le barycentre et le point de Tarry, on

(*) Les longueurs des demi-axes sont 2 a y? et ib sj-i et l'aire de
l'ellipse est Sr.ab. Comme, d'autre part, l'ellipse E est, d'après un théo-
rème d'Iiuler, la plus petite qu'on puisse circonscrire à un triangle,
on voit, en verlu de (5), que le rapport de l'aire d'une ellipse à l'aire

d'un triangle inscrit n'est jamais inférieur a ,, /-•



( 22O )

construirait fort aisément les axes de E : ceux-ci sont,

en effet, les bissectrices de NGH.

0. La relation (12) conduit à poser

a = —- coscp, p = sincp,
a y 2 ' b s/i

où cp représente toujours un angle aigu, pourvu que Ton
dirige les axes de façon que les coordonnées a et (3 soient
positives. On a, du reste, une interprétation simple de o,
en observant que les formules (i4) deviennent

X = 2 « y7 2 COSO, J ' = — 20^ /

L'anomalie excentrique de R est donc — c. Si <p/ est l'a-
nomalie excentrique de A/, on a, en vertu de (8) et des
formules fondamentales,

sin o\ •+- sin çp2 H~ s^11 ̂ 3 = °?

sincp2 sincp3-H sin cp3 sincp! -h sincpj sin cp2 = | ,

sîncp! sincp2 sincp3 = — \ s ino.

Conséquemment ( * )

O ? -+- '2 T. O -f- 4 T.

Les sommets du triangle et le point de Steiner sont
donc isoles par les axes de E, de telle sorte que chaque
quadrant renferme un de ces points et un seul. JNOUS

voyons, en outre, à cause de (16), que les perpendicu-
laires abaissées sur le grand axe, par les sommets du
triangle, rencontrent la circonférence décrite sur le grand
axe comme diamètre en trois points, sommets d'un
triangle équilatéral.

v
l) Voir, par exemple, le Manuel des candidats, etc., de M. Catalan

(t. I. p. J62).



Soient p l'extrémité du demi grand axe positif, et/7,
p" les points de rencontre de l'ellipse (deuxième et troi-
sième quadrant), avec la perpendiculaire au grand axe,
passant par le milieu du demi grand axe négatif.

Soient, de même, q Fextrémité du demi petit axe né-
gatif, et </', q" les points de rencontre de l'ellipse
(deuxième et premier quadrant), avec la perpendicu-
laire au petit axe, passant par le milieu du demi petit axe
positif. Les sommets A<, A2,A3 doivent être situés, res-
pectivement, sur les arcs pq", p'q\ pf/q> Si l'on donne
l'ellipse E, on voit qu'il y a une infinité de triangles,
inscrits à E, admettant pour point de Steiner un point
situé sur un quadrant déterminé de E. Leurs positions
extrêmes sont indiquées par les triangles isoscèles pp'p",
qq'q". Tous ces triangles ont même aire, et ils sont cir-
conscrits à une ellipse e, homo tué tique à E, le rapport
d'homothétie étant \. L'ellipse e touche chaque côté en
son milieu. Si l'on fixe, sur E, la position de R, le
triangle correspondant est défini, et le problème de sa
détermination se» confond avec celui de la trisection de
l'angle o.

7. Relations entre les coordonnées d'inertie et les
coordonnées barjeentriques. — On sait qu'un point
quelconque du plan d'un triangle peut être considéré
comme le centre de gravité de trois masses |JL15 JJL2, JJI3,
dont la somme est 1, appliquées aux sommets du triangle :
ces masses sont les coordonnées barjeentriques du
point. 11 est évident que les coordonnées d'inertie sont
données par les formules

( 1 7 ) Jr

Inversement, si l'on demande de calculer les coordonnées
barycentriques, connaissant les coordonnées d'inertie,



( 9.22 )

on doit remarquer, avant tout, que l'expression

aï ^ 6*

esL égale à 8 ou à — 4 5 suivant que / et j sont ou ne sont
pas égaux entre eux. Cela posé, si l'on multiplie respec-
tivement les équations (17) par ~ et ~> on obtient, en
ajoutant,

(.8) , ^ ( 5 ^

On donne souvent les coordonnées JJI en fonction des
cotés du triangle. Soit ci le coté opposé à A/. 11 est clair,
d'après (4), que l'on a

Inversement,

8. Point de Lemoine. — On appelle ainsi le point K,
dont les coordonnées Laryceiitriques sont proportion-
nelles aux carrés des côtés du triangle. D'après les for-
mules (17) et (io, ), on a

Si l'on observe que—1 a et— 2 [3 sont les coordonnées
de H, les équations (20) prouvent que les projections de
l'ortliocentre sur les axes sont en ligne droite avec le
point de Lemoine. On voit donc qu'il est facile de con-
struire les axes de E, connaissant les points G, H, K. Il
sufCt de décrire la circonférence sur le diamètre GH, et
de joindre G aux extrémités du diamètre qui passe par K.
Si l'on demande de tracer les axes de l'ellipse centrale



( 2*3 )

d'inertie d'une section triangulaire donnée, les dévelop-
pements qui précèdent fournissent une construction
simpleetdirecte.il faudra commencer par construire
les points G et H, ce qui n'offre aucune difficulté. Quant
au point K, il y a plusieurs manières, très simples, de
le déterminer. Par exemple, d'après Sclilomilcli, K est à
l'intersection des droites joignant les milieux des côtés
aux milieux des hauteurs correspondantes.

9. Les formules (i4)? (I^)? (2O) mettent en évidence
les nombreuses liaisons qui existent entre les points G,

H, K, R, N. On remarquera, avant tout, que le triangle
HNR admet pour centre de gravité le point G : le milieu
du côté NR est le centre O du cercle circonscrit au
triangle fondamental 5 le milieu de Nil est un autre



( 224 )
point remarquable, Q, appartenant, ainsi que le milieu
de RH, à la circonférence des neuf points, relative au
triangle fondamental. Rappelons que le centre U de
cette circonférence est le milieu de OH. Enfin désignons
par V le milieu de OK, centre du cercle de Brocard.
Cela étant, remarquons encore que, connaissant les
points G, H, K, on en déduit facilement les points R et
N : ceux-ci sont, en effet, avec G et le point D, symé-
trique de II par rapport à G, les sommets d'un parallé-
logramme, dont les côtés sont antiparallèles àGH et à GK,
relativement aux axes. Voici d'autres remarques, que l'on
déduit immédiatement des formules (i4)> (i5) et (20) :

i° Les droites GJN et GH sont antiparallèles par rap-
port aux axes. Il en est de même de GR et GK, de HK
et UN, de R±\ et OK.

2° Considérons les droites

GK, GH, GR, GN, RK, RN,
GH, HK, GN, UN, RN, KN;

désignons par A une quelconque des droites de la pre-
mière ligne, et par A' la droite qui lui correspond dans
la seconde ligne. On peut affirmer que, dans l'ellipse de
Steiner, les normales aux extrémités du diamètre paral-
lèle à A sont parallèles à A'. Il en résulte, par exemple,
que la normale en R à l'ellipse de Steiner est parallèle
à GN" : c'est donc RD. Ce théorème est dû à Steiner.

3° On peut trouver cinq nouveaux couples de points,
appartenant à E : ils sont à l'intersection des parallèles
à A avec les perpendiculaires à A', passant par R et par
Je point S, symétrique de R relativement à G.

4° Le point V, centre du cercle de Brocard, est en
ligne droite avec le barycentre et le point de Tarry. La
distance OG est moyenne proportionnelle entre les dis-
tances de G a V et à N.



10. Droites de Simson. — Cherchons la relation qui
doit exister entre p et 0 pour que l'équation

;rsinO -t-rcosO = p

représente une droite de Simson. Le côté opposé à A, a
pour équation

Qu'on lui élève la perpendiculaire par le point où il
rencontre la droite considérée. On trouve que cette per-
pendiculaire est représentée par l'équation

— cosO — %! sinO
(7 2 ^>2

Soit, successivement, i = î , ^ , 3 : o:i ohtient par addi-

tion,

(l'A) f > = \
- " <r( cos0 - £i sin 0 ^ ^ î ï cosO - v'- sin 0

Après une suite de calculs, qui n'offrent aucune difii-

culté, pourvu que l'on ait soin de recourir constamment

aux propriétés fondamentales des coordonnées d'inertie,

on réduit l'équation (22) à la forme que voici :

/ 9. p — — (a sin 0 -f- p cos O )
(93) 3 a* H-£2

Pour interpréter cette relation, considérons deux rayons
du cercle des neuf points, coïncidant primitivement avec
la partie positive de Taxe des ordonnées, et tournant
ensuite, autour de U, l'un vers la droite, l'autre vers la

Ann. de Mathémat., op série, t. VI. ( Mai 1K87.) i0



gauche avec une vitesse triple. L'équation ( ?,>) exprime
que la droite de Siinson, perpendiculaire au premier
rayon, et la perpendiculaire menée par Q au second
rayon sont à égale distance du point U. On a ainsi le
moyen de construire la droite de Simson, parallèle à une
direction donnée. En particulier, les droites de Simson,
parallèles aux axes, passent par le point Q. De même,
on détermine aisément les points de rebroussement et les
sommetsderhypoeyeloidedeFerrers; car, pour ces points,
la distance de la droite de Simson au point U devient
nulle ou maxima. Dès lors, si le deuxième des rayons,
considérés plus haut, passe par le point Q, le premier
rayon détermine, sur la circonférence, un des sommets :
les deux autres sommets forment, avec le premier, un
triangle équilatéral, inscrit à la circonférence des neuf
points. Prolongeant en sens inverse les rayons ainsi obte-
nus, on détermine, sur la circonférence directrice, les
trois points de rebroussement. Le rayon de courbure, en
chaque sommet, est double de la distance de ce point au
point de rebroussement opposé. D'autre faits géométri-
ques sont renfermés dans la formule (a3) : on les met
bien facilement en évidence parles méthodes de la Géo-
métrie intrinsèque, comme on l'a vu dans l'article sur
la droite de Simson.

11. Si, avant d'ajouter les équations (21), on les mul-
tipliait par xtetjn successivement, on obtiendrait les
valeurs de x et ) , c'est-à-dire des coordonnées du point,
pour lequel la droite considérée est une droite de Simson.
Mais, pour connaître ce point, nous n'avons besoin que
d'une seule relation entre x etj>% puisque nous savons
déjà qu'il appartient nécessairement à la circonférence
circonscrite. Chassons donc les dénominateurs de la for-
mule (ai) , et multiplions les deux membres par xl rt\



soit ensuite i = i , ?., 3. 11 vient, par addition,

(•*4) rcosO H-j^inO = , 4 (rc^acosO — 62(3sinO).

équation qui représente une droite, passant toujours par
le point de Steiner. En outre, la direction antiparallèle à
cette droite, par rapport aux axes, est perpendiculaire a
la droite de Simson correspondante. Nous parvenons donc
à la proposition que voici : la droite de Simson, relative
à un point P, et la droite qui joint le point de Steiner au
point P', diamétralement opposé à P sur la circonférence
circonscrite, sont anti parallèles par rapport aux axes de
F ellipse de Steiner. En particulier, les parallèles aux
axes, passant par R, déterminent, sur la circonférence,
les deux points pour lesquels les droites de Simson sont
parallèles aux axes. De même, les quatre couples de di-
rections antiparallèles, que nous avons signalés plus
haut, donnent lieu à huit propositions particulières,
telles que les suivantes :

i° La droite de Simson, relative au point de Steiner,
est parallèle au diamètre du cercle circonscrit, qui passe
parle point de Lemoine. Ce théorème est connu : il est
dû à M. Boubals.

2° La parallèle à GR, menée par le point de Tarry,
rencontre la circonférence en un point, pour lequel la
droite de Simson est parallèle à CTK.

3° Les droites de Simson, relatives aux projections du
point de Steiner, sur les droites joignant le point de
Tarry au barycentre et à l'ortliocentre, sont respective-
ment parallèles aux droites qui joignent Forlhocentre au
barycentre et au point de Lemoine.

12. Digression sur la théorie des an fiparallèles.
— Nous pouvons réduire ces résultats à une forme très



simple, au moyen de la théorie des antiparallèles, dont
nous allons rappeler rapidement les principes, sans insis-
ter sur les démonstrations, extrêmement élémentaires.
Si, par les sommets d'un triangle, on mène les antipa-
rallèles aux côtés opposés, relativement à une direction
donnée, les trois droites ainsi obtenues concourent en
un point £ de la circonférence; circonscrite. Soit r, un
autre point de cette circonférence, tel que le rayon Or,
soit parallèle à la direction considérée ('). Les points s et Y,
se poursuivent, sur la circonférence, la vitesse de s étant
quadruple de; celle de rt. Soit B; le point où la parallèle
menée par A, au côté opposé rencontre la circonférence.
Il est clair que, si r, se trouve au milieu de l'arc A/B/, le
point s coïncide avec B/. Cela étant, partageons l'arc
A/B/, au point C/, dans le rapport de 1 à 'x. Il est évi-
dent, d'après ce que Ton vient de dire, que les points £
et r, se confondent en chaque point C/. Remarquons,
en passant, que, d'après la dernière propriété, le triangle
CiCoC;! est nécessairement équilatéral. Ajoutons, pour
(inir, que toute conique circonscrite au quadrilatère
sA| A2 A:ï a un axe parallèle à Or,. 11 en résulte que, si
la direction de Or, est relie d'un axe de E, le point £
coïncide avec 11.

13. La dernière remarque va nous permettre de sim-
plifier considérablement les propositions obtenues pour
les droites de Siinson. P et P' étant deux points diamé-
tralement opposés sur la circonférence circonscrite,
nous avons vu que la droite de Simson, relative à P,
est antiparallèle à IIP', par rapport aux axes de E.
Il est presque; évident que cette propriété ne cesse

^ l) A chaque point 3 correspondent, sur la circonférence, quatre
poiuls r,, oralement ospaeôs : nous n'en considérons qu'un seul.



dél ie vraie si les axes de E tournent autour de l'origine,
pourvu que le point II se déplace sur la circonférence
avec une vilesse angulaire quatre fois plus grande. Donc,
plus généralement, la droite de Simson, relative à P, est
antiparallèle à sP', par rapport à Or,. Autrement : soient
s' et p les points de rencontre de la circonférence avec la
parallèle et la perpendiculaire à Or,, menées respective-
ment par s et par P. La droite de Simson, relative à P,
est parallèle à e'p.

Exemples. — i° Si £ coïncide avec B/, s' n'est autre
(jue A/. Donc : la droite de Simson, relative à un point
P, est parallèle aux droites qui joignent les sommets
du triangle aux extrémités des cordes issues de P , et
perpendiculaires aux côtés opposés.

2° Si £ coïncide avec C/, il en est de même de s' et de
râ. Donc, pour obtenir la droite de Simson, relative à P,
il su fût de mener, par ce point, la parallèle à OC/, qui
rencontre en p la circonférence. La droite demandée est
la parallèle à pC/, passant, en vertu d'une propriété
connue, par le milieu de Pli .

3° En particulier, si P est sur le diamètre perpendicu-
laire à OC/, la droite correspondante est parallèle à PC/ :
elle passe par le milieu de HC/. Si P coïncide avecC/, la
droite correspondante est parallèle à OC/ : elle passe par
le milieu de 011, c'est-à-dire par U. Nous voyons donc que
C,, C2, C3 sont précisément les points pour lesquels la
droite de Simson contient le centre du cercle des neuf
points. Remarquons, à ce propos, que Ton peut faire
correspondre, point par point, la circonférence circon-
scrite et la circonférence des neuf points, en considérant,
sur les deux lignes, les extrémités de deux rayons paral-
lèles, dirigés en sens inverse. C'est ainsi que les points
R, A/, B/, C/ correspondent respectivement au point Q,
aux milieux des cotés du triangle fondamental, aux pieds



des hauteurs de ce triangle, et aux sommets de l'hypo-
cyeloïde de Ferrers. En général, tout point e correspond
au point de rencontre des droites de Simson parallèle et
perpendiculaire à Or,. Remarquons, en outre, que la
droite joignant deux points correspondants passe par le
barycentre, qui la divise dans le rapport de 2. à 1, et
que le milieu de s H est diamétralement opposé, sur la
circonférence des neuf points, au point qui correspond
à £. Tout cela tient à ce que les deux circonférences,
dont il s'agit ici, admettent respectivement pour centres
de similitude directe et inverse l'ortlioeentre et le bary-
centre.

1 4. Coniques circonscrites, contenant le barj centre.
— Le procédé qui nous a servi pour trouver l'équation
de E nous conduit à l'équation

(••>•',)

A S1 •+• H y2 -h 1 CJ-V — 4 ( A a'2 -h h b1 )

„_̂

qui représente toute conique circonscrite au triangle fon-
damental. Si l'on veut que la conique passe par le bary-
centre, on doit poser

Pour satisfaire à cette équation, on peut prendre

A = lï = o.

et alors l'équation (24) devient

Mais, plus généralement, nous pouvons faire

À
col -

a* h- au



Ces coniques sont donc nécessairement des hyperboles,
dont les asymptotes font entre elles un 'angle V, déter-
miné parla relation

n^T — tang Y sin - ?

T élant l'angle des diagonales du rectangle formé par les
tangentes aux sommets de E. On démontre aisément que
les centres de toutes ces hyperboles sont sur l'ellipse e,
qui touche les côtés du triangle en leurs milieux. On
peut faire voir, en outre, que X représente l'angle que le
rayon déterminant l'anomalie excentrique du centre de
l'hyperbole fait avec le rayon analogue, relatif au point

Q. D'après (26), pour avoir V = >̂ il faut que A = o.

Parmi les hyperboles considérées, il y en a donc une
seule équilatère : elle a pour centre le point Q. A me-
sure que le centre de l'hyperbole s'éloigne de Q, sur e,
les asymptotes se rapprochent, mais leur angle ne peut
devenir inférieur à t : il atteint ce minimum pour X = 71,
c'est-à-dire lorsque le centre de l'hyperbole est au milieu
de GR. Cette conique particulière passe évidemment
par le point de Steiner. Ses axes sont donc parallèles à
ceux de E, et ses asymptotes sont parallèles aux diago-
nales du rectangle formé par les tangentes aux sommets
de E.

15. Hyperbole de Kiepert. — On appelle ainsi l'hy-
perbole équilatère circonscrite, qui passe par le centre
de gravité. Nous venons de voir que (a5) est l'équation
de cette courbe, et que son centre est le point Q. En
outre, d'après (a5), les asymptotes de cette hyperbole
sont parallèles aux axes de E. Comme toute hyperbole
équilatère circonscrite, elle passe par H : c'est ce que
Von vériiie au moyen de (,25). Elle passe donc aussi par
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le symétrique de i i , par rapport à Q, c'est-à-dire par le
point de Tarry. Elle; contient, enfin, le symétrique de G,
par rapport à Q, c'est-à-dire le point S, diamétralement
opposé à II, sur E. Quelques-unes de ces propriétés
peuventêtre aisément généralisées parla théorie des anti-
parallèles. On trouve que l'hyperbole équilatère cir-
conscrite, dont une asymptote est parallèle à Or n a pour
centre le point qui correspond à z sur la circonférence
des neuf points : elle passe, en outre, par le point dia-
métralement opposé à 3, sur la circonférence circon-
scrite. Ainsi, par exemple, toute hyperbole équilatère
circonscrite, ayant pour centre un sommet de l'hypocy-
cloïde de Ferrers, a une asymptote parallèle à OC/, et
passe par le point diamétralement opposé à C; sur la
circonférence circonscrite.

1G. On sait que la tangente en un point quelconque
d'une hyperbole équilatère est antiparallèle au rayon
vecteur issu du centre, par rapport aux asymptotes.
Dans le cas actuel, en tenant compte de quelques re -
marques précédentes, nous voyons que les tangentes en
G et en H sont respectivement antiparallèles à GR et à
JNII : ce sont donc les droites GK et HK. Conséqueni-
inent, les droites qui touchent l'hyperbole de Kiepert,
au barycentre et à l'orthocentre, se coupent au point de
Lemoine. De même, aux extrémités du diamètre que
l'hyperbole a en commun avec le cercle des neuf points,
les tangentes sont parallèles au diamètre OK du cercle
de Brocard, etc.

17. On hait (' ) que les quatre projections d'un point

*) \ o i r , ddiiib la \uuvellc Coirespondame mathématique ( t . VI.

>')i), l 'article de M Ncuf>ci'{; Sut les nonnalc* à l'ellipse.
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P sur une ellipse E appartiennent à une hyperbole équi-
latère, qui contient, en outre, les points P et G, et dont
les asymptotes sont parallèles aux axes de E. D'après cela,
sile point Pestl'orthocenlreH, ilest elairqueriiyperbole
correspondante n'est autre que l'hyperbole de Kiepert :
les projections de H sur E sont S, A t, A2, Aa. On pour-
rait étudier, en général, les liaisons existant entre le
point P et le centre Po de l'hyperbole correspondante.
On trouve sans peine que, si GP0 est parallèle ou anti-
parallèle à une droite A, la droite GP est respectivement
antiparallèle ou parallèle à A'. Ainsi, par exemple, on
peut donner à ces droites les directions que voici :

(GP0) GK, GN, GR, GH, \\K, OK:
(GP) GN, IIK, GII, UN, OK, NK.

Pour pouvoir déterminer complètement un des points P,
Po, connaissant l'autre, il faut encore observer que la
direction PP0 se déduit de GP, comme celle-ci a été dé-
duite deGP0. Cela nous permet, par exemple, de donner
à ces droites les directions suivantes :

GK, GR, RK;

(GP) GN, GH, OK;

( P P 0 ) HK, UN, NK.

Ainsi, lorsque Po coïncide successivement avec K, Q, le
milieu de QR, le milieu de GR, etc., P coïncide avec le
symétrique de II, relativement à K, ou avec les points
H, O, 1), etc. Ajoutons que le point Po est toujours en
ligne droite avec les projections de P sur les axes. Reve-
nons au cas de P et Po coïncidant avec H et (,). L'équa-
tion (26), mise sous la forme

y a:-f'2x b-

x v -4- IQJ ~~ a'1 '



montre que les parallèles à A et A', menées respective-
ment par G et H, concourent sur l'hyperbole de Kiepert.
Si nous employons les six couples de directions A, A',
signalés plus haut, les (juatre premiers nous conduisent
aux points connus G, LI, S, IN, et les deux derniers nous
donnent deux nouveaux points de l'hyperbole de Kiepert.
Tout point, P, de cette ligne est le milieu d'un segment
intercepté, par les axes de E, sur une droite issue de S.
Le symétrique, par rapport à G, du milieu de GP, est le
centre d'une conique circonscrite à RAt A2A3.

18. Autres points ren arquables. — Nous allons cal-
culer les coordonnées d'inertie des principaux points
qu'il y a lieu de considérer dans le triangle :

i° Nous avons vu qu'un certain point F , appartenant
à l'hypeibole de Kiepert, se trouve à l'intersection des
parallèles à RK et RN, menées respectivement par les
points G et H. Les cooi données d'inertie de F sont

i° L'intersection de RN avec la parallèle à OK, pas-
sant par H, est un au lie point remarquable, co, dont les
coordonnées sont

- _ » - 4 f t
~~ ^ 2 - + ~ 3 & 2 ' ~~ 3a2-hb2

Ce point appartient aussi à l'hyperbole de Kiepert : il
est diamétralement opposé à F , sur cette conique. En
d'autres termes, o) est le symétrique de F , par rapport à
Q. Les directions G to et GF sont évidemment antiparal-
lèles par rapport aux axes. Il en est de même des direc-
tions JNFel M\ . LaiigureNFtolIest un parallélogramme.
LCJ droites Geo, OK iourni&seiit un nouveau couple de
directions A, A;. Enfin, on démontre aisément que <o est



le point dont les coordonnées barycenlriques sont inver-
sement proportionnelles aux carrés des côtés.

3° Les droites Gto, OK, UQ concourent en un point
M, dont les coordonnées sont

Ce point est évidemment symétrique du milieu de Go>,
par rapport à G.

4° L'intersection de OK avec HN est un point T, dont
les coordonnées sont

Les coordonnées barycentriques de ce point sont propor-
tionnelles aux quatrièmes puissances des côtés.

5° Les droites GT, Kto, \ H concourent en un point
L, dont les coordonnées sont

3 a4

Ce point appartient à l'hyperbole de Kiepert.
6° Les droites OL, HM, JNK concourent en un point

W, dont les coordonnées sont

Les droites GW, OK sont parallèles. Le point W ap-
partient à Tliyperbole de Kiepert : il est diamétralement
opposé, sur cette conique, au point de rencontre des pa-
rallèles à UN et KJN, menées respectivement par G et IL

7" Les droites GH, ML, Tw concourent en uu point
Z, dont les coordonnées sont

9a'1-!- i^tt-Z/'-i-t)//1 9a'1 ~' i Ja262H 96»



La parallèle à l\N9 menée par le symétriqne du milieu
de GZ, relativement à G, passe par le point de rencontre
des droites GN, i^to.

8° Les droites GK, ML, VW concourent en un même
point, dont les coordonnées sont

g° Tous ces points ont été considérés parM. Brocard (*).
Un autre point remarquable est le point J, d'où Ton
voit les cotés du triangle sous des angles égaux. Ses coor-
données sont

__ 2 a a _ 2 b [J

II existe, dans le plan du triangle, un point I, d'où l'on
voit les cotés du triangle sous des angles de 6o°. Ses coor-
données sont

') a i •>. b j

a — b * a — b

Les points I et J sont les centres isogones du triangle (').
Au moyen de (25), on vérifie; sans peine que ces points
sont diamétralement opposés sur l'hyperbole de Kiepert.
Le diamètre qui les joint passe évidemment par Je point
de Lemoine, et les tangentes à l'hyperbole, en I et J,
sont parallèles à GII. Les droites GI, GJ sont anti paral-
lèles, par rapport aux axes de E. Enfin, le rayon GJ est
celui qui détermine l'anomalie excentrique du point de
Steiucr.

19. Cercle et points de Brocard. — Le cercle de
Brocard a pour équation

( ' ) \oin'cllcs ptopiiélcs du tiiangle ( Congrèb üc Konen, iS8ô).
(J ) ÎSLI'ULKO, Mcmoirc sut le léti aldn\ p. 3"r



En s'aidant des formules (1 ̂ ) et ( i3), on trouve que son
diamètre est

telle est la longueur de OK. Les centres de similitude du
cercle de Brocard et du cercle circonscrit sont situés sur
les axes de E. Il en est de même des centres de simili-
tude du cercle de Brocard et du cercle des neuf points.
La perpendiculaire à OK, passant par M, rencontre la
circonférence de Brocard en deux points, to', o/, qu'on
appelle points de Brocard. Les coordonnées de ces points
sont

X ~~~ a ̂  -+- 3 62 " $a*-±-b* ' } ~ ~ TâïTT1 "*" a * -f- 3 b* *

Le pôle de la corde o/co" n'est autre que le point T.
L'angle sous lequel cette corde est vue du centre ne dé-
passe jamais 1 200. On démontre, en effet, que le cosinus
de la moitié de l'angle en question est

/7' b2 ^ 1

*-*- 3b1 3a2— b~

II est évident que le triangle (00/0/ admet même bary-
centie que le triangle fondamental. Eu outre, si Ton
pose

les coordonnées des points de Brocard deviennent

1 ma sj'i cos ( À ±1 —~' \ 7 1 mb yj'i sin ( A dz -~ ) •

11 en résulte que le triangle ww'o/' est inscrit à une
ellipse homotliétique à E : les perpendiculaires abaissées
sur le grand axe, par les sommets du triangle, rencontrenl



la circonférence déei ite sur le grand axe comme diamètre
en trois points, sommets d'un triangle équilatéral. Cela
tient à ce que le triangle coco'G/7 a mêmes axes principaux
d'inertie que le triangle fondamental.

20. Triangle de Brocard. — Les perpendiculaires
aux côtés de A4A2A :j, menées par O, rencontrent la
circonférence de Brocard en trois points, sommets du
premier triangle de Brocard. Les coordonnées de ces
points sont

11 en résulte que, après une dilatation convenable autour
dubarycentre, le triangle de Brocard devient symétrique,
par rapport à G r , du triangle fondamental. Cette re-
marque a déjà été faite ( ' ). Le triangle de Brocard a donc
même barycentre et mêmes axes principaux d'inertie que
le triangle fondamental, et tout point remarquable p
de son plan se déduit du point P, qui joue le même rôle
dans h1 triangle fondamental, en cherchant le symétrique
P' de P, par rapport à G / , et en réduisant GP' dans le
rapport

D'après cvla^ le point de Steincr du triangle de Brocard
n'est autre que le point de Leniohie du triangle fonda-
mental. Cette propriété est connue (-). De même, le
point de Tarry est O; le point de Lemoine se trouve h
Tintersection de GR avec la parallèle h KN, menée par

( ' ) BROCARD, Étude d'un nouveau cercle sur le plan d'un triangle
(Congres d'Aller, 1881).

(2) NEUBCRR, Sur le point de S temer {Journal de Mathématiques



V7-, rortliocentre est à l'intersection des droites GN et
H co; le point co est a l'intersection deGFavecOK; le point
F ne diffère pas du point co, relatif au triangle fondamen-
tal ; ce dernier point est donc commun aux hyperboles
de Kiepert des deux triangles; etc., etc. Si l'on joint les
sommets du triangle de Brocard aux sommets et aux
milieux des côtés du triangle fondamental, on obtient
six droites, qui concourent aux points co et O. De même,
d'après Stoll,si l'on joint les milieux des côtés du triangle
de Brocard aux sommets et aux milieux des côtés du tri-
angle fondamental, on obtient six droites, qui concourent
aux points L et M. Enfin, remarquons que le triangle de
Brocard est homotliétique au triangle fondamental, rela-
tivement au barycentre commun : le rapport dhomo-
thétie est le carré du rapport (27).

21. Transformations. — On sait que co' et co" sont
conjugués isogonaux, ce qui revient à dire qu'ils sont les
loyers dune conique inscrite au triangle. Ji en est de
même des points O et 11, G e tK, L et M, co et T, \ et
NV". Les conjugués isogonaux de l et J sont deux autres
points remarquables, que M. Neuberg a nommés centres
isodjnamûjues du triangle. Une autre transformation
importante est cel Je par points conjugués isoîomiques,
consistant en ce que les deux points, qui se corres-
pondent, ont leurs coordonnées baryeenfriques, de même
nom, inverses l'une de l'autre. Ainsi, par exemple, les
point Ket co sont conjugués isotomiques. Soit, en général,
lv le conjugué isotomique de P. On trouve aisément, au
moyen de (18), que les coordonnées barycentriques de
ly sont données par la formule

il _i_ -il — — j (-TXJ -1 yyj —
a* h* (> \ 'a2 ' 6*



puis, au moyen de (17), on voit fjue les coordonnées
d'inertie de P' sont

fi / x* .>'2

y = \

Si l'on introduit, comme plus haul, l'anomalie excen-
tricjue de 1\, et que l'on pose

x . y
__ — ; y ? p o s A . —-—— = m Sin A,

>. a \J'ï •>. b \J'x

on obtient

x m .
= - , fCOS/ — Dl COS (S - - '2 A ) | ,

— — si 11 A — m sin {o — 2 A ) .

hn particulier, si A = ; ? on a

y .
----- =— sin-; •

/ 3
11 en résulte que, si P est sur une médiane, il en est de
même de P'. Ces deux points sont alors conjugués har-
moniques par rapport à deux points iîxes de la médiane.
Si P est sur E, P ; est rejeté à l'infini, suivant une direc-
tion dont le coefficient angulaire est

y' b A — o
••L-t — - c o t 1-.
x a 'i

En particulier, si A = — cp, c'est-à-dire si P coïncide



avec R, P' est à l'infini, sur la direction perpendiculaire
à GH, etc.

22. De la transformation par polarité trilinéaire (* )
nous déduisons une transformation nouvelle, étroitement
liée à celle qui précède. Lorsqu'un point parcourt une
conique circonscrite au triangle, sa polaire trilinéaire
pivote autour d'un point TC, pôle d'homologie de la
conique considérée. Soit TC' le centre de la conique. Il y
a réciprocité entre les points TC et TC'; car, si JJL/ et at sont
les coordonnées barycentriques de ces points, on dé-
montre que

( 29) ^2 ri •+- !*3 P-f
2 = JJ-3 \k\ -h [A, tJ.3 =

Or, identiquement,

Les conditions (29) reviennent donc «à dire que le pro-
duit (1 — 2 jjij) ( 1 — 2 ̂  ) ne dépend pas de i. Conséquem-
ment, pour obtenir un couple de points TC, TC', il suffit de
prendre deux points P, P', conjugués isôtomiques, et les
points demandés sont les symétriques, par rapport à G,
des milieux de GP et GP'. En particulier, on peut sup-
poser que TC et TI/ soient deux points, divisant liarinoni-
quement un des segments GA;. Si TC coïncide avec O, TC'
n'est autre que K; si TC se meut sur une droite passant
par K, TC' décrit une hyperbole équilatère, contenant O;*
si 7ï parcourt l'ellipse e ou la circonférence des neuf
points, TC' est à riniiiii ou bien sur la polaire trilinéaire
de H, qui est l'axe radical du cercle circonscrit et du

( ') MATHIEL, Nouvelles Annales de Mathématiques* i865.

Aniu de Malhcmat., o1
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cercle des neufs points; etc. Les formules de transfor-
mation se déduisent des formules (28) en y remplaçant
x, j , . . .par — 2X, — 2 j , . . . .

23. Il y aurait à étudier plus généralement, les trans-
formations quadratiques réversibles, que l'on obtient en
cherchant toutes les formes quadratiques, telles qu'une
même forme des coordonnées baryeentriques d'un point
représente les coordonnées baryeentriques de son con-
jugué, et réciproquement, abstraction faite d'un facteur
indépendant de 1. C'est ainsi, par exemple, que si l'on
pose

i l

on en déduit

K? — A A = A2 — A A = v-'i — A 'A _
\M [M [J-3

OÙ

K = I — 3 ( j X 2 ^ 3 - + - ï-K-3 'J-l -+" ^1 1^-2 )•

}J.' =r I — 3 ( (X'2 Jl'3 •+- Jl', ^ -4- jx'f jx'2 ),

et l'on démontre que

Comme précédemment, les médianes se transforment en
elles-mêmes, de telle sorte que deux points conjugués,
.situés sur GA,, sont séparés liarmoniquement par A; et
par le symétrique de ce point, relativement à G. La
question générale, que nous venons de poser, est sus-
ceptible d'une intéressante interprétation géométrique,
rt d'un développement considérable.


