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SUR LES CONDITIONS D'INTEGRABILITE D'UNE EXPRESSION
DIFFERENTIELLE;

Par M. H. LAURENT.

On dit ordinairement que, pour que ’expression
(1) prdry+—~pydzy—...- p,dz,

soit une différenticlle exacte, py, pa, ..., p, désignant des
fonctions de @y, s, ..., 2y, il faut et il suffit que les
n(n—r) . .

——(————— relations comprises dans le type

(2) pi _9Pr
' Jdi, Jr,

soient identiquement satisfaites; mais ce que 'on ne dit
pas toujours, c’est que ces conditions peuvent étre rem-
placées par d’autres moins générales.
Si ’on pose
P, P,
Pis= 50— 5ot

r ox;

Jacobi a remarqué que I'on avait

(3) g%’-: -+ (%;i:‘ -+ gfx—"]‘ =o0

Ce résultat est facile a vérifier en effectuant les différen-
tiations indiquées. Il en a conclu qu’une partie des re-
lations (2) rentraient les unes dans les autres, lorsque n
était plus grand que 3. Mais l'illustre géométre aurait pu
déduire d’autres conséquences de la formule (3). Sup-
posons, en effet, p;j= o, pjx=— pri= 03 on aura

Pk _
Jdx,
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ct, par suite, pi est indépendant de x;; il résulte de la
que, sil'on a

P12=0, P13 = 0, LKEP) Pin=0,

les quantités p;;, ou i ct j sont différents de 1, sont
indépendantes de x,. Si donc elles sont nulles pour une
valeur particuli¢cre x{ de x,, elles seront nulles, quel
que soit x, ; on peut donc énoncer le théoréme suivant :

Pour que lexpression (1) soit une différentielle
exacte, il faut et il suffit :
1° Que l'on ait identiquement

(py 1 _ %2 P19y 91 _ 9Pn.
Vo 9z T 0y or;  Oxy oxr, OJx,’

2° Que l’expression
prdze—+...--ppdz,

°

soit une différenticlle exacte relativement é& xq,y x4, ..
X, pour x,=uxj.

En d’autres termes, les relations (2), dans lesquelles ¢
ct j sont différents de 1, n’ont besoin d’étre satisfaites
que pour x; = x}.

Cette remarque m’a permis de simplifier un certain
nombre de théories relatives aux dérivées partielles; je
vais montrer comment elle conduit de la facon la plus
simple 4 I'intégration de'équation aux dérivées partielles

9
(5) ;;‘; =f(xl; Zoy soeyXp, t)pl?P'-’) "')Pn)y

qui est le type auquel on peut ramener toutes les équa-
tions du premier ordre. Dans cette équation, u désigne

une fonction inconnue des variables &y, xay ..., Zp, €
ou

du .
Ve P = oz, ne contenant pas u exp]l-

etde p,= oz,

citement.
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Intégrer I'équation (1), c’est trouver des fonctions p,,
Pay ++ -, pn rendant I'expression

pi1dxy+...+ppdr,+ fdt

égale a une dillérentielle exacte du dont I'intégrale sera
alors la fonction inconnue u. D’aprés notre remarque, il
faudrait que I'on ett

(6) 0P1 —_ df dP! . df .. 2& — _if_

ot dzy, ot~ dzys T 0t dxp

identiquement, et que, pour ¢ = ¢°, on elt

( __ B ow
7) Pr= oy U T
w désignant une fonction arbitraire de x4, ..., x,, &

laquelle se réduira u pour ¢ = 0.
Les équations (6) doivent s’écrire

[opr _ of _ of of of
0t omy dplpil+dp P21+"'+0p,,P'”’

(8) iops_ of _of of of
o d—zz+t)p P2+ d—p;P22+ ()PTLPM,

désignant, pour abré 9p: Je 1 C
pij gnant, p abréger, - —x; remplace ces équa-

thnS par les sulvantes :

[ dpy df
_d‘t——ﬂz)x, P Pu —})—Pn—‘—---—*“ &:Pim
(8bis) { ops of of of of
ot = 07‘2 -+ 0[71 P21+ —dp2 P22 0—1?n Pany

...........................................

Il faut intégrer le systéme (8), de telle sorte que, pour
t = t°, on ait
0w

Pi= 520

et alors py, pa, ... seront les dérivées de la fonction u
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satisfaisant a 1'équation (5). Mais, en intégrant le sys-
téme (8 bis), de telle sorte que, pour ¢t =1°, on ait

iio]

P:=(E;’

les fonctions p seront aussi les dérivées d'une certaine
fonction, et 'on aura

Py =2DPsns
et, par suite, les équations (8) auront, dans ’hypothése
oul'on s’cst placé, les mémes solutions que (8 bis). Ce
sont alors les équations (8) que nous allons essayer

d’intégrer.
On a
opy
dpy= pydzy—prpdry~—...+pipdr,—- e dt,
ops
dpy= paudoy+ prydes - ...+ papde, — ot di,

- opy Op,
Tirons TR
dans celles-ci, elles deviendront

-+- des équations (8) pour les porter

1N /! Jd
Pt <d¢.. —_ d(?/:‘ (lt/) - e Pin (dJ,L—Q— C;I')—/;dt> + 3;{—1 dt —dp, = o,

\
of dt) L dt — dp, = o,

opn ox;

)
P21 ((‘[.’l‘j—l- —(/‘—f;-dl> —r-...-rpln<d.l‘n—r'

et si I'on établit entre les x et les p les relations sui-
vantes : .
dry af dr, of

(9) dt _——Z)p” o dt _d[JTL,
il faudra, en vertu des équations précédentes, que I'on
ail aussi

dp, _ of dpn of
(10) e T or

dt T ox,
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Intégrons alors les équations (g) et (10) qui sont des
équations différentielles ordinaires, de telle sorte que,
pour t =9, on ait

J— pp— 0.
z; =z}, Pi=pi;

n des intégrales de ces équations devront étre des con-
séquences des n autres, et les intégrales p,, p., ... des
équations (8) s’obtiendront en écrivant n relations ar-
bitraires entre p}, p3, ..., X}, X3, . ...

Prenons, pour ces relations arbitraires,

o o
(11) 1’?=m’ SRR P3=m’

w(x), ..., xs) désignant une fonction arbitraire de
x{, ..., xp; les quantités p ainsi déterminées rendront
2 pdx—+ fdt différentielle exacte d’une fonction u qui,
pour t = t°, se réduira & w(x,, X2, ..., Ty).

En effet, soient

P :’01(.’1‘1, Loy T3y oeey -Tll,t)y szem PILZGIU

x =4/1($1, L9, X3, --~yxlut)y 4‘8=%, 1‘n=%

les intégrales de (g), (10), les intégrales de (8) seront
les résultantes provenant de I'élimination de x!, x3, ...
entre

lZlo] o}

—— =0 (>, e, X, — =,

()‘7"‘1' l( 1 y Xny )v r).z"._i 2y ’
Z‘?="!J1(.’I‘1,...,.Tn,l), 1‘3=%y

Si l'on fait £ = 19, ces formules devront ¢tre identique-
ment satisfaites pour x, = &, x2= 3, ...; ainsi 'on a
les identités

o} Jrs
_ — 0 0 0) —_
()J"{ —'01(‘L17 cony Ty l ) ()J'g

=0,,

Mais les 20 étant arbitraires, on peut les remplacer par



—_
N
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~

lesx, etlona

lio]
oz 0 (21, ooy Ty 1°),
Mais §, (x4, ..., xn, t,) est la valeur de p, pour ¢ = 1%
donc, pour t =1°, p,, ps, ... se réduisent aux dérivées
de w(xy, X2, ...y Xy), et ua la fonction w, si 'on veut.
C. Q. F. p.



