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SUR UNE APPLICATION DU THEOREME DE ROLLE;
Par M. Cu. BIEHLER.

1. Si I'on prend les dérivées par rapport a x et ay
de Vexpression (x* +y2* — r*)?, a fois par rapport a
a ct $ fois par rapport & y, les nombres o et 3 étant des
cntiers quelconques, mais tels que 272 — (2 + %) > o,
on obtient unc fonction de degré 22— (a-+ ) en x
cty. Si l'on égale a zéro cette fonction, 1'équation ob-
tenue représente une courbe qui, abstraction faite des
axes de coordonnées, se trouve tout entiére renfermdée
dans le cercle 2% +- y* —r2 =o.

Nous allons démontrer cette propriéié, bien connue
d’ailleurs, ¢n nous appuyant sur les théorémes sui-
vanls :

2. Tatonimr L. — St ®(x) est un polynéme en x*
dont tous les séros sont imaginaires, mais de la forme
== ai, a étant une quantité réelle, les équations que
I"on obtient ¢n égalant & zéro les dérivées successives
de ®(x) n’ont d’autres racines réelles que x=o et
leurs racines imaginaires sont toutes de la méme forme
que celles de ®(x)=o.

En eflet, soit

@ (z) = 3(2?),
on aura
P'(r)=2z ¢ (x2).

Si 'on pose x* = z, I'équation ¢(z) = o a toutes ses
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racines réelles et négatives ; par suite, Péquation
©’(2z) = o a aussi toutes ses racines réelles et négatives:
le théoréme est donc démontré pour I'équation

d'(z) =o.
Formons ®”(x), on a
(7)) = 422 0" (2?) + 29 (22);

I’équation ®”(x) = o0 ne contient quc des puissances
paires de x; en posant x* = z, nous allons montrer que
I’équation
jso’(5)+2¢'(35)=0

a toutes scs racines réclles et négatives. En effet, ’équa-
tion ¢(z)= o ayant toutes ses racines réelles ct néga-
tives, il en est de méme de I'équation ¢'(z) = o. Soient
Uy, %y - ..y %, les 1 racines de cette équation ; sub-
stituons-les dans la fonction

. 4171,‘.3"(111)-

7
théoréme de Rolle, sont de signes contraires, par con-
séquent la suite des quantités

Les quantités ¢”(«,), 9"(as), . ., ¢"(2,), d’apres le

Gage’(ay), 4oac”(dg), ..., 42,9"(2n)
ne présente que des variations. L’équation
s56'(5)+20(5)=0
a donc n— 1 racines réelles comprises entre «; et as,
%y €L Ay 0y %y_y €L o, 5 comme elle estde degré n, elle

a toutes ses racines réelles.
La ni*m¢ racine ne peut pas étre positive, car o”(z)
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A~ A - N , _
et ¢'(z) sont des polynomes qui ne présentent pas de va
riations, puisque tous leurs zéros sont réels et négatifs ;

par suite
439" (5)+20'(3)

n’en présente pas non plus; toutes les racines de I'équa-

tion
159(5)4+29'(5)=0

sont donc réelles et négatives. On en conclut que
les racines de 'équation ®”(a) = o sont toules imagi-
naires et de méme forme que celles de @ (x) = o.

Il est bien évident que ces deux propositions démon-
trent le théoréme.

3. Tutorive Il. — 8i®(x) est un polynéme en x*,
tel que Uéquation ®(x)= o n’admelte pour racines
imaginaires que des quantités de la forme 2=ai,
dtant réel, les dérivées successives de @ () égalées @
zéro nous fourniront des équations dont toutes les ra-
cines réelles sont comprises entre la plus grande et la
plus petite des racines réelles de ®(x) = o.

Si

P(r)=(22—ai)(2?—a})...(r?—ai)(x?—u)... (22 +ap),

@y, Ay, ..., azélant des quantités que nous supposerons
positives ct rangées dans 'ordre croissant, oy, %, ..., 2,
des quantités réelles, les racines réelles des équations
d(#)(x) = osonttoutes comprisesentre — @, et + a,.

Posons encore
P(x) =c(x?).
on aura
P(xr) =12 (x2):

en posant, comme précédemment, x* = z, I'éguation
o'(z) = o a toutes ses racines réelles.
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®'(xr) =0 a pour racines réelles zéro ¢t 2(n—1)
aulres racines comprises entre les nombres des suites

— Qpy —Qp-yy, .., —Q
et

+ay, -+ a,. .y, T+ Qap—y, + Q.
Soient
- bn—h - bll—?.a cery T bh 0,

+0by, +0by ..., +by,

les 22— 1 racines réelles de I'équation dérivée
¥ (z)=o,

que le théoréme de Rolle nous permet de mettre immé-
diatement en évidence ; une autre racine de I'équation
:?’(z) = o est comprisc entre a} et — of; clle peut éure
positive ou négative. Si elle est positive. a cette ra-
cine correspondront deux racines réelles de I'équation
@' (x)=o0, en valcur absolue moindres que a, ct, si
elle est négative, il lui correspondra, dans ®'(x)= o,
deux racines imaginaires de la forme == ai; quant aux
racines de ©'(z) = o0, comprises entre — o} et — aj, il
ne leur correspond dans @' (x) = o que des racines ima-
ginaires de la forme = ai; Péquation ®'(x) =0 n’a
douc pour racines réelles que des quantités comprises
entre — a, et + @,, c¢c qui démontre le théoréme pour
@ ()
On a, comme précédemment,

P(z)= jarro’(x?)+ 29" (22) = 6(2?).
L’équation @"(x)= o ne renferme que des puissances
paires de x; en posant x? = z, elle devient
8(z)=459"(5)+29(5)=o0.

Celte équation a toutes ses racines réelles.
En effet, nous avons vu que ®'(x)=o0a 27— 1 ra-
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. VI (Avril 1887). 14
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cines reelles
—bp1y, —by_e, .., —by, o, +by, ..., by,

et qu'elle pouvait avoir de plus deux autres racines
réclles entre o et b, et entre 0 et — b,. Elle a toujours
au moins 2(p— 1) racines imaginaires de la forme
+ai. Si ¥(x)=o0 a 2n— 1 + 2 racines réelles,
®"(x) =0 a 2n racines réelles dans les intervalles pré-
sentés par les premicres ; mais alors ©(z) = o0 a nra-
cines posilives et p — 2 racines négatives; car nous
avons vu que ¢'(z)=o0 a p — 1 racines négatives, et
ces racines substituées dans ©(z) donnent des résultats
de substitution de signes contraires. L’équation

B(z)=o0

a dounc, dans cecas, n + p — 2 racines réelles et, comme
clle n’est que de degré n + p — 1, toutes ses racines
sont réelles.

Si, au contraire, ®(x)= o0 n’a que 2 n — 1 racincs
réelles, ' (x)= o n'aura que 21— 2 racines réelles
dans 'intervalle de — b,y & + b,_,, mais alors

a p racines négatives qui sépareront p — 1 racines réelles
de®(z)=o0:oncnconclutque O(z) =ovan—+p—2
vacines réelles et, par suite, que, dans les deux cas,
toutes ses racines sont réclles.

Iéquation © (a*) = o est de la forme de ®(x) =0 ;
elle n’a, d'apres ce que nous venons de démontrer, que
des racines réelles et desracines imaginaires de la forme
== ai 5 on démontrerait sur cette équation que ses deux
premiéres équations dérivées remplissent également les
conditions de ’'énoncé, et ainsi de suite.

Il faut toutcfois que la (n+p— 1) racine de
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0 (z) = o, sur 'ordre de grandeur de laquelle nous ne
savons rien jusqu’ici, soit moindre que a,, si clle est
positive. Nous allons démontrer qu’elle est moindre que
la plus grande racine positive « de I'éguation ¢'(z)=0;
elle sera alors moindre que a,. Il suffit de faire voir que
O(+ ) et O(a) sont de mémes signes. Or, O(+ =)
est du signe de ¢’ (+ o), O(«) est du signe de o’ (a)s
entre o et + o, o’(z)=o0 n’a pas de racine : donc,
O (+ »)et O(a)sont de mémes signes.

4. Les théorémes I ct Il subsistent, quand méme un
certain nombre de facteurs de.la forme x? —a? ou
x? - o2 deviennent égaux entlre cux.

En particulier, si toutes les racines sont imaginaires
ct devienneut égales deux par deux, c’est-a-dire si

(I‘(.T) —_ (xQ -+ 1'2),‘17

toutes les équations ®(¥)(x) =0 ont toutes leurs ra-
cines imaginaires, saufla racine x = o3 si

®() = (22 —ayr,

toutes les dquations ® (¥ (x)=o ont leurs racines
réelles et comprises entre — a ct + a.

Les démonstrations précédentes s’appliquent sans
modifications sensibles.

Cela posé, nous allons passer a la démonstration du
théoréme énoncé an début.

3. Considérons la fonction U= (x* 4 32 —r2)",
Nous allons démontrer que I’équation

0%+ 53U
Iz JyB °

représente une courbe qui, abstraction faite des axes de
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coordonndes, est renfermé tout cntiére dans le cercle
x4 —rE=o.

, e, 02U
La dérivée — est de la forme
dxr*

0xU

oxr*

=(22+yr—r2)—2d(z, y):

®(x, y) étant un polynoéme en x2 et y2, et qui renferme
x en facteur s’il est de degré impair. On voit, al’inspec-
tion de ce polynome, qu’il est de la forme

2t o(r2, ot o+ yr— r2),

2

la fonction » étant homogéne en x? et x2 + 32 — r2?
T o] 9
et ¢ étant zéro ou un.
On pourra donc écrire
02U

= 23 (2 -yt — Pt o(2?, 7t 4yt —r2).

La fonction homogéne ¢ (x?, r? + y2 — r?) peut étre
décomposée en un produit de facteurs de la forme

N (22 + y2 — 12+ ha?)
(2 — 2 — 12 dax?) . (22 4 ¥2 — 12 hyua?) s

les quantités hy, ha, ..., Ay sont indépendantes de x,
de y et de r: ce sont des quantités numériques réelles
ct positives.
“n effet, dans I'hypothése de 72 — 32 >> o, les racines
de I'équation
U

oxre

sont, d’aprés les théorémes précédents, toutes réelles et

(‘omprises entre
— \/7'1’-—)"—’ et —+ ﬁl—y2.

Comme on doit avoir, en désignant par ay une de ces
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racines,
rﬁ—i—y'z—r?—o—)\z&: o
et que D e
il s’ensuit que i 7
ri+yr—r: o,
et, par suite, ha,* est positif, ce qui exige que A soit po-
siuf,

Nous avons supposé, pour établir ce résultat, que
rz—y2>o0;il est évident que, les quantités X étant
indépendantes de x, dey et de r, la conclusion précé-
dente subsiste dans tous les cas; on a donc
0*U

S = Nas(@2 4y — 2 22 (1 M)+t — 2

X [22(1 4+ Ag) +y2—r2] o [22(1 + hy) +y2 — 2]

. 0xU . .
En égalant a zéro » on obtientun certain nombre
o Jdx*

de fois le cercle x*+ y* —1* == o, I'axe de y sicZo,

et enfin une séric d’ellipses, dont les équations sont
toutes de la forme

21+ X))+ yrt—rt=o.

qui ont pour grand axe le diamétre vertical du cercle,
pour petit axe unec portion du diamétre horizontal.
Elles sont donc renfermées dans le cercle

r? 4+ y2—r? =o.

Si maintenant on prend 3 fois la dérivée par rapport
ay de
02U
oz’

on obtient un polynéme en x et ) de degré
2n — (2 + 3).

Ce polynéme, considéré comme une fonction de y,
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provenant par 3 dérivations successives du polynome

, 0%U . I , ,
en y2, — a, d’apres le théoréme 11, tous ses zéros réels
I 3 I )
Jdar*
compris cntre la plus grande et la plus petite racine
réelle de I'équation
0%U
oxr*

Il est évident que la quantité 72 — x? est supérieure a
toutes les quantités de la forme

r2—z? (14 1),

ou A estune quantité positive. Par suite, toules les ra-
cines réclles de 'équation en y

030

oxrtoyp N

sont com pl‘iSCS entre

S-SR g

on a done, en désignant par y, une racine réclle quel-
conque de cette équation,

ya <rz—ur?
ou bien
rt+yi—rr<o;

les points de coordounées x et y, sont donc situés a
I'intérieur du cercle

x4+ 32 —r?=o.

Ce sout d’ailleurs les seules solutions réelles de
Péquation ; car, si r? —x* <o, toutes les racines en ¥
de I'équation

0% U
or*

sonl imaginaires, a l'exception de la racine y = o, si
elle s’y trouve.
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6. Considérons maintenant la fonction plus com-
plexe
VY = (]‘h +},'a — réyn;
la dérivée d’ordre 2 de V,
9V - . s . , R
i T2t -yt — rrto (4 yt— 2,
¢ élant I'un des nombres o, 1, 2, 3 et
(‘9(1"’ +)/'+ _— r':) .’1,“)

une fonction homogéne des quantités x* ' —r?
et x*, dont les coefficients sont indépendants de x, de y
et der.

On voit immédiatement que, si I'on prend les déri-
vées successives de (x* + a*)”, ces dérivées sont de la
forme

(b + ak)r O (rt),
¢ étant 'un des nombres o, 1, 2, 3 et ©® une fonction
de x* qui n’a que des permanences; I'équation obtenue
en égalant a zéro I'une quelconque de ces dérivées a
donc toutes ses racines imaginaires, excepté la racine
x = o.

Pour que les dérivées de (xr* +3 ' —7")7, bgalées a
zéro, aient des racines réelles, il faut donc que

re—y*>o.

On peut alors écrire
(x* _+.J/h — ,~'¢)n = [1-5 _("-’f ..__)/5)]/&

= (z2— /r __.},s)n (22 + __.‘}/'4>u'
cette fonction rentrant dans le type de celles du théo-
reme 1.

On en conclut que l’équation

A%
—_— =0
D
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a toutes ses racines réelles comprises entre

4~ p o
_.‘/,-0 —y* et _*_‘?/’-a__}u:
et ]'on €en COllClll[ al]SSi (lll(’

REAY

arx

—_ N‘Z‘S(.T" +)"' — ,-k)n—u

(2% 4= y* — 1y M &) (B yr— 1Y = hgu @),

Les quantités 2y, A, ..., Ay sont réelles et positives ;
la démonstration se fait comme dans le cas précédent.
En vertu d’un théoréme plus général que nous énon-
cerons plus loin, si @ (x) est un polynome de la forme

P(r)=(r*—a})(xt—al)...
(v —al)(zv+al)... (2% +2,),

les équations dérivées @) (x) = o ont toutes leurs ra-
cines réelles comprises entre la plus grande et la plus
petite racine de ®(x) = o, c'est-a-dire entre — a, et
~+ ey, si a, est]a plus grande des quantités a,, a., ...,
a,. En prenant les dérivées d’ordre $ des deux mem-
bres de I'égalité

%‘7:— = x¥(art 4yt — pryn-x

(x% —+ y*

P W) (L — e A T,

. . . 0%+BY ., Loy,
on obtient la fonction ———, qui, égalée a zéro, a toutes
dar* dyB °

ses racines comprises entre — \/l"' —xtel + \/I"' —at,

eL, pour qu’clle ait des racines réelles, il faut que
rv—r+> o.

On en conclut, comme précédemment, que toutes les
courbes
Qa+BV

— =0
oaxay 3
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sont renfermées dans la courbe

It Yt —rt=o0.

7. Si Von considére la fonction
W = \.T?nz —l—_}"l"‘ —r2m )n s
’équation
W
drxdyB

représente des courbes qui, abstraction faite des axesde
coordonnées, sont toutes renfermées dans la courbe

xr2m +y2lﬂ —r2m =g,

Cette proposition est une conséqueunce des théorémes
suivants :

I. 8t ®(x) représente le polynéme
q;(x) = (‘r2ln -+ a/%lll)(m?/ll <+ a:’;rn) . (zZ/u -+ a,‘.;m)’

les racines de ®W)(x)= o sont toutes imaginaires ;

@y Qs ...y @y sont supposces des quantités réelles.
I1. 8i ®(x) représente le polynome

P(x) = (22m —a™) (2t —ajm)...
(xzm — alztm)(xzm -+ 1%»;) - (zdm —+ a;z)m)’

les équations ‘INW(x) — o0 ont toutes leurs racines
réelles comprises entre la plus grande et la plus petite
racine réelle de ®(xr) = o.

La démonstration de ces théorémes est tout a fait
analogue a celle des théoréemes du méme genre que nous
avons démontrés dans le cas de m = 1 ; nous n’insiste-
rous pas pour éviter des longueurs et nous allons passer
A une généralisation qui s’offre d’elle-méme.
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8. Considérons la fonction
U= (2?+ y2+ 32— r2),

Je vais démontrer que les surfaces représentées par

les équations
0x+B+Y U
dx*dyBosy

sont, abstraction faite des plans coordonnés, toutes ren-
fermées dans la sphere

x4+ yi4 52— r2 =o.

En effet,

oxU
dx*

=23 (L2 + )+ 32— 22 d(x, ¥, 3)
(¢=o0 ou =z=1)

On montrera, comme précédemment, que ®(x, y, z)
est de la forme

®(z, y, 5) = N(22+ p? + 32+ ha?)
(22 4+ 2= 324 W) ... (B + 2+ 324 hya? )

iy key oovy kg btant des quantités positives et N un

nombre. ®(x, y, z) = o représente donc une série d’el-
lipsoides renfermés tous dans la sphére.

. . 0*U D .
La fonction — peut s’éerire aussi
0r*

J*U

Pl TE[Ag (22 + y2 + 32— r2)p

+ A (@ A4y 42— )l = A2

Si 'on prend B fois la dérivée des deux membres par
rapport a y, il viendra

0x+3 U . O R R R 2Ny o

7, élant, comme :. zéro ouun, et lasomme 2v ++ 2p + 2¢
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étant la méme pour tous les termes du polynome qui
figure dans le second membre.
Les racines de 'équation en y, représentée par

0x+BU _

oxrxdyB .

sont, d’aprés les théorémes démontrés, toutes comprises
entre
— s/r‘z—.r'l-—z-’ et +\/r‘l——x"l——z2,

si clles sont réeiles.
Elles sont toutes imaginaires si 7* — x? — 22 < o.
Le polynome

1 0%xBU
;5)71 dr*Jyp
étant homogeéne en a2 432 4 z2 — r2, 22 et 32, si l'on
pose
a3 —r2=— N\ y2
I’équation
02+BU
dzagyB = °
devient
by BV <£>2P= 0.
i ¥

Dans cette équation, la quantité )’ est indépendante
de z, etl'équation x* + y2 + 22— 2 = — X'y montre
que les quantités % sont positives. On pourra alors
poser

Z B(x?—+ y? + 52— r2 Va2 y29 = N' (22 + yy + 22— p2)n—o—f
X2ty +52—r2+ N ). (22 y2 5 — 2 - A3 y?);
les quantités 7y, A, ... sont des fonctions de x et de y

sculement, ct elles sont positives. En prenant y fois la
dérivée par rapport a z, on obtiendra une expression
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qui, égalée i zéro, aura ses racines réelles comprises
entre
— V=2t =2 et +/rt -2 — y?;

elles satisfont donc 4 la condition
z‘2<r2_+.:r2_}/‘.’,
ou
xr? 4+ y?+-32—r2o.
Les points réels représeniés par I'équation

02%+8+vU
4)1‘“().}/;'3 ozv

(¢}
sont donc tous renfermés dans la sphere
224y 4+ 32 —r2=o,
a Pexception de ceux qui sont donnés par les équations

¢t =0, yi=o, H=o.

La méme proposition s’étend aux surfaces tirées par
dérivation de l’cxpression

(w?l’l - yzm 4 g2m— p22m )n.



