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SOLUTION D'UNE QUESTION D'ALGEBRE;

Par M. A. AUBRY,
Eléve du lycée Louis-le-Grand (classe de M. Niewenglowski ).

Etant donnée l'équation x*~-ax*~+ bx + c=o,
trouver les substitutions rationnelles qui reproduisent
I’équation.

On sait que, dans le cas du troisieme degré, la trans-
formation rationnelle la plus générale est la transforma-
tion entiére du second degré. C’est donc parmi les
substitutions de ce degré qu’il faut chercher les solu-
tions du probléme proposé.

D’abord, quel est le nombre de ces solutions? C’est
ce que va nous faire connaitre le théoréme de Bézout.
Effectivement, soit

(1) y=122+ ma+p
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I'équation qui définit P'unc des substitutions deman-
dées; désiguons par xy, X, a3 les trois racines de I’équa-
tion proposée

(2) -+ ax?+br+c =o,

par 3y, ¥a, s les valeurs correspondantes de y ct enfin
par s; la somme des puissances A des racines x,, x,
xy. Les quantités 3y, ¥., 3 doivent représenter, dans
un cerlain ordre, les quantités xy, xq, ;.

Cecla étant, si, dans la relation (1), on remplace x
successivement par xy, x5, T3 (et en méme temps y par
Y1y Y2y »s) et que on fasse la somme des résultats ob-
tenus, on aura

(3) §y= lsg -~ msy - ps,.

Cette méme formule (1) nous fournira par I’élévation
au carré
.

yr=l'zt+m'axd+...+p',

U, udy. .., p représentant des fonctions du second degré
par rapport aux lettres l, m, p- Nous déduirons de la,
comme précédemment,

1) ss=10U's,+ m'sy-—...=4 p's.
Nous aurons de méme par une élévation au cube
(3) s3=1"sg+ m"s5-—. ..+ p"sq,

U, m', ..., p"éant des polynomes entiers du troisiéme
degré des quantités 2, m, p.

Les égalités (3), (4) et (5) constituent un systéme
de trois équations a trois inconnues /, m, p dont les de-
grés respectifs sont 1, 2 et 3 : le nombre des solutions est
donc égal a 1.2.3 =6.

11 s’agit maintenant de trouver ces solutions. Remar-
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quons, a cet eflet, qu’il peut arriver de trois choses
I'unc : ou bicn on n’a, pour aucune valeur de ¢,
. T =2i
ou bicn
x =y

pour unc valeur de ¢ seulement, ou

zi=y;
pour les trois valeurs de i.
Examinons successivement chacune de ces hypo-
théses :
1° On a, par exemple,

N17= T2y
Yo = T3,
Y3= Z1;

I, m, p vérifient donc les trois équations du premier

degré
lr}— max = p = x,,

lri+ maxs—+ p = ay,

lo-+max;-—-p = x4,

desquelles nous tirons la valeur de ces inconnues,

savolr

zry, w1

ry ry 1

| vy a0
=

xr? ry 1

xr} a3 I

x3 xy 1
I ]

D

x} x a3

r3 zy X3

ry xy
r=—7o
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en posant
r} x 1
D= |2 2o 1| =(m1—x)(x2—235) (21— 23).
xry w3 X

On peut exprimer la valeur de D au moyen des coeffi-
cients de l'équation proposée, car le discriminant de
elle-ci est

D2= a2b2— 4b3— fadc — 27c? +18 abe.
Nous avons cnsuite

X} - XE X} — Xy Ty — T X3 — X321
D
(1 +re+a3)2— 3 (X179 + T3+ 232))
= — ’
D

!l =

! az—3b
= ————1-3——’
puis
Z23xy 4+ rIT - wIre— i — i — :rg.

m=
D

11 nous faut calculer la fonction des racines
t=xirs+ xir -+ 232,
qui cst susceptible de deux valeurs. Soit ¢’ la seconde

t'= w2} 212} +2378.

On a
t+t =3 23(x 1+ x3)=S0123(—a—x2)
:—GE-TIZ‘;;'—-BI"I‘].TQ.T;;,
t+t =—ab+3e,

t—U'=x23(x1— x3) + 23 (21— X3) — X2 (@} — 23)
= (21— T3) (21 X3+ T§ — X2 1 — T243),

t—t' = (x)—x3) (21— x2) (3—23) =— D.
Ces deux relations fournissent les valeurs de ¢ et de ¢/,

t=%(—D—ab+3c), =5D—ab+3ec).
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D’ailleurs

z}+zd—+—a}
=321 X3 + (21 + T2+ T3 (X} + 2] + 23 —2122—. . .)
=3z 2923+ (X1 + 22+ 23) DI
=—3¢c—a(a>—3b).

Donc
H(—D—ab-+3c)+3c+a(a—3b)
m = = D ’
" — 2a3+gc——7ab——D.
2D

Quant a la valeur de p, c’est

r}re+xiry+air,—Exia}

P = D
_ xiro () + 2y) + 23X3 (X + X3) + X3 2 (X3 1) — 2 E23 02
- D
_ Zizg(—a—m) @iy (—a—x)rxizi(—a—x;) —2Zzxix}
- D
_ —a(r} x4+ 23— 232))— X1 X X3 (X + X9+ T3) — 22 T}
= ]_) ’
—at'—ca —2Zx}x?
pP= D :
Or
Sxix} = (Z2wa;3)t— 221 Z2x3(X1 + T+ x3) = b2—2ac;

—al'—ac — 262+ 3ac
D

Bac—zbﬁ—g(D—ab—’—Sc')

- b

D

_ 3ac— b2+ a?b—ab
pP= 2D °

En resumé la substitution

_2(a?—3b)z?+ (26> — 7ab+gc— D)z + (3ac— 462 + a2b —aD)
= 2D ’



( 180)
ou D désigne I'une quelconque des racines carrées de la
quantité D?*= a*b% — 4b% — fa’c — 27¢* + 18abc,
donne deux solutions de la question.

Exemple. — x»— 522+ 6x—1=03 on a ici
a=—25, b=86, c=—1,
D2=25x<36—4><6>x36—4>x<125—27+18x5x606
=36 —4x5(25—27)—27 =9+ 4 X5 Xx2=/9g,

D ==x7.
a?—3b=125-—18=7,

203—7ab+9gc=—12 X125 +7X5x6—9g
=—i5x2(25—20)—9=—f9g=—7 X7,
Jac— 402+ a?b =15 — 4 < 36 +25 <6
=10+ 6(—24+25)=21=3 X 7.

En prenant D=+ 7, on obtient

1 =7 =1,
7
m= 22777 _ 7! =-— 4.
22X 7 2
I < 745x 8
p :-——7————7—:—21

2 <X 7 2

Donc la substitution y = (x — 2)? reproduit I'équa-
tion
23— 522 +06xr —1=o.

On peut prendre D =— 7 ctl’on a
peut p 7
l :—7———1,
—7
me —72X7%7 _g
—2Xx7 ’
_3xg7—=5x7
P=rg T
Autre exemple. — x®*— 3 x2—3x+ h=o0; c’est
J 5

Péquation qui donne

tang 5 =.r

3
3
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¢n fonction de

tangx = X.

Il faut faire, dans les formules générales,

On a alors

D2=3 x 27224 X 27 -+ § X 27 M — 2722 + 18 XX g )2
=4 < 27(1+ M4222) =4 X< 9 X 3(1+ A2)2,
D = ==6(1 + A?)y/3.
a?—3b=9A+ g =9 (1+ A?),
2ad4+gc—yab=—2x 27 +9grA—7x gh=—54h(1+1A2),
3ac — 402 +a?b =—9gh2— 9 —3 x gA2=—36 (1-+ A2).

Donc
p oo 0umdy =V
6(1-+22)xey/3 2
o — — 5 M1+ 22)— 6(1 - )ﬁ)/ﬁ:i_s
2 X< 6(1—22)zy/3
=— H1+32y/30),
— 22 X S EITIVA) 3 ~
p = 36(1 + 22)+ 3 %()(r/; ) M}ZO_xqa\/g.
2 > 6(1— A2)zy/3 2

Au lieu de garder la transformation entiére

_eV3 L, 130e/3 30 —aey/3

Y 2 2

nous allons chercher la transformation homographique
équivalente. On atteint ce but, comme l'on sait, par une
simple division algébrique. Or on trouve

Q

23— 3002 — 3o — A

3 T 33— 23 .
:<:~_‘,€2_‘ "w/5x+>_¢,i~.w><3__1.+:>
2 2 2 /3 3

— 2o+ 3:y/3.
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Donc

S —3z+2ey/3

(o—cV3) _ o—cyi
2(wey/3+1) 1+x:y/3

e« Jashe

2 2
;;/—';x+§

On arrive a ce résultat connu, a savoir que, si x = tang ¢
cst une racine, les deux autres sont

@l a

w—;/?:_ tang¢ — tang

= : —tang(w—3>
1~ 2y/3 ’ ]

1 -+ tang ¢ tang

w3

= Lang(;—,

o +TT>:
2
el
tang o - tang —
_ " o=
-3 §¢ °3 =
= = — =tang (¢ + 3 )
I—‘T‘/S tange P \ 3
1—tanggtang
2°0n a
‘)’121‘]-
V3= Zs,
yr=a3;
¢’est-a-dire

lr+mxi+p =y,
i+ may— p = x5,

(r3-—mzs—+p = x;.

Ces équations nous donnent les valeurs des inconnues

ryox; 1
Ly Xz 1
j 173 @2y 1 __2z,.r3+.r;-’——x?,——2x,xz
T lat o | T —D ’
xr} x3 1
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l

m =
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. 21’1(T3—Z'2)—(.Z'3—~J'2)(Z'3+.’Z'z)

(21— x2) (71— 23) (23— 23)

20— X3 — T3 _ 3xy— &y — Xy — T3
(21— X2)(x1 — x3) 2} — 21 ( Xy T3 )+ T2 T3
32+ a _ (Bxm-a)

¢ 2zi+azi—c’

z‘%-&—w‘(a—%.m)—;l

r(3z+ a)
— az?—o2bx,—3c’

x} 2 1

x} 2y 1

zy ry 1] xirs+mritari—ai—mai—xix
=D - —D

e} (wy—ay) 4wy (@} — a3)— (¢} — o)
(x1— @3 )(Lg— 3 ) (23— 2y)
x4 a2 (ry -+ Xy)— X§ — X273 — X3
(21— ) (23— @1)
1‘1($1+.772—,~$3) —(Z‘2+-7'3>2+ Tol3
— (21 —@2) (21— x3)

ary+(a-+—z1)2+
1 oz )2 —
1 :!:13 (“:lz a‘la,, - C

o ) b
o ¢ 273 - azxi—c
z}+r(a+xy)——
1 &,

x1(2axy+a2—b)
—ari—a2ba;— 3¢’

r} x x4 I 1
x} x3 T x} w3 s
ry xy 13 ry X X3
2 2 = 2
—D —Db
Zq I o Xy 1
g 9 x1 (23— 22) 9
xry X ZT9g— & = —_— X X3
- D 3 3 2 3 — D 3
ry Ty T3— 3 x?

&y 1 o
zy (73— 22)
— r}+x3 To4+2x3 O

2 y
z}3 s i

x—‘(fj—;ﬂl [z (224 x3) — 23— |
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r(xy—2y)| Ly 29+ a3)— 23 — 23 |
— (2 — @y )(Tr— 23 )(Z1— X3 )
ri|ry(—a—a)—(xo+ 3)* 422305 |
&} — x(Xy—+ X3 )+ To.T3

/):

2c
x| —(a+x)(a+2a))— x—]
1

¢
ri+x(a—+xy)— —
&1

—ri(2x}+3axri+ ari+ac)
20+ axri—c
_ —(exy - a)r}+ ar}+ bri+c)+2bx] - abri+ ac
- —az?—a2bri—3c
2003+ abxr + ac
—axi—a2bx;—3c

7

p=

En remplacant x par chacunc des trois racines de
I’équation donnée, nous obticndrons trois solutions de
la question.

On sait comment on pourrait ramencr les expressions

précédentes de £, m, p a la forme g%i, .

On voit facilement comment on pourrait former 1'é-
quation du troisi¢me degré dont dépend 'un des coefli-
cients I, m, p ct déterminer rationnellement les deux
autres en fonction de celui-la. Il faudra en tous cas
résoudre une équation du troisicme degré qui a le méme
nombre de racines réelles que la proposée.

3> Silona

lr2 +ma,~+p = x;

pour les trois valeurs 1, 2,3 de Pindice ¢, on a identi-
quement
{224+ mar +p =2z,
c’est-a-dire
l=p=o, m=ri.
Nous trouvons ainsi la solution y = x, qui était a pré-
voir.
Remarques. — 1. En supposant récls les cocflicicnts
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de T'équation proposée, quatre des substitutions trou-
vées sont a cocflicients réels. En effet, quand les racines
Xy, X2, Xy sont réelles, D est négatif, et par suite D
imaginaire : les deux solutions trouvées dans lc premier
cas sont imaginaires et les quatre autres sont réelles;
si, au contraire, x scule est réelle, D? est positif et les
seules solutions imaginaires sont celles du deuxiéme cas
qui correspondent a xs et x;.

2. On pourrait se proposer de généraliser la question
etde prendre, aulieu d’unc équation du troisi¢eme degré,
une équation de degré n. Le nombre des solutlions serait
alors 1.2.3 ... n; il est remarquable que ce nombre
est précisément Je degré de I'équation de la résolution
de laquelle Lagrange, cherchant a généraliser ce que
Pon connaissait relativement a la résolution des ¢qua-
tions du troisiéme et du quatriéme degré, avait fait dé-
pendre celle de I'équation du degré n.

En étendant analysce exposée précédemment, on peut
d’ailleurs ramener la résolution de cette équation de
degré n! i celles de plusieurs équations de degrés moin-
dres et au nombre de 7. On est en effet naturellement
conduit & distinguer 7 cas :

1° on n'a x; = y; pour aucune valeur de 7;

2° on a  y;=&; pour unc scule » H

3° » » pour deux » 3

AR » pour trois » ;
(n—1)y » pour n —2 » ;

n° » pour n —1 ct par suite pour 7.

Mettons de coté le '™ cas, qui comporte évidemment
une seule solution y = x, et appclons v, l¢ nombre de
solutions qui correspondent au premier. Considérons
le (p + 1) cas, celui ou x;= y; pour p valeurs de i
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laissons d’abord fixes ces valeurs de 7 : nous aurons un
nombre de solutions égal a u,_p; cela est évident d’aprés
la définition méme de ug. Oril y a C? maniéres de sup-
poserl’égalité x;= y; satisfaite pour p valeurs de i; donc
le nombre de solutions afférentes au (p -+ 1)™° cas est

Clupp.
De plus nous avons, cn égalant deux expressions du
nombre de solutions
U+ Chup ...~ Clup_p+.. .+ Gl 2us+~1=nl
En faisant successivement n=1,3,4, 5, ..., n—1,

n dans cctte formule, on calculera u,, puis ug, wy, u;, ...
Uy_y, u,. Attribuons a n la valeur 25 nous trouvons

Us+1=1.2, Us=1,
ce qui était & prévoir.
Sin=3,0ona

3+ 3us+1=1.2.3. Uuy;=06—3 —r1=2.

résultat que nous avons cllectivement trouvé.
Remplacons n par 4 et nous trouvons

Uy— jUy— Ous+1=1.2.3.4,

’

u,=2{—8—6—1=g9.

Ainsi, dans le cas du quatriéme degré, la résolution
de I'équation du vingt-quatriéme degré, qui résout la
question posée, sc ramene a la résolution de quatre équa-
tions dont les degrés respectifs sont

u, =g, fuz =28, Guy = 0, I.

La fagon la plus simple de calculer u, cousiste a re-
marquer que 'on a

Up = NUp— |~ (— 1)1,
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Pour le démontrer, posons uz= k! v;; nous aurons

’
n
On-= Loy gL
n !

cy o LG '
— R Sl 2D
n(n—1)..(n—p-+1) *7F n...3 ' nl

c’est-a-dire

I I
[ 1 Yn-t + ;—’vn_,ﬁ-...

1 1
+ — 03~
(n—3)1"°

1
Co4- — = 1.

(n—2)! n!

Retranchons de cette égalité celle que I'on obtient
en y remplacant n par 7 — 1 et nous verrons que

1
(¢n—9Vp—1)+ 'l_‘, (V/L—i — Vp—3 ). ..

- [—;—' (O,L__,,—- Cn—p—1)= e
¥ I 1 1

— (-,:5‘")‘? (93— 09 ) (—;:__—24)7 [ Pl (T—T)' == 0.

La forme de cetie relation montre que, si 'on y at-
tribue successivement & n les valeurs n,n—1u, ..., 3,
on obtiendra un systéme de n — 3 équations linéaires
par rapport aux- inCONNUES ¢, — Yyt «ovy Vh— Vi_1, +o0s
v3— ¢2 (ui admettra un systéme unique de solutions.
(— 1)
TET
dans le premier membre de la précédente égalité, le ré-

. . ’ ’ 1
Or, sil’on fait généralement vp— vi_y = ety =——
2

sultar a pour expression

(—1)” (—1 )1 (=1

S e T it T
. (—1)3 (—1)2 o1 (—i)t
T h=3)13! T (n=2)2" " ' (n—D'1!

=(—rr!1—Cl+.. . (—1)PCh+. ..
S (= DECR R o (— 1) (— )1 G
=(—1)tn!(1—1Y=o.
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La solution du systéme en question est donc

(— 1)-

—T (k=n,n—1,...,3).
L.

Vp— V1=

Ainsi, I'on a bien

Un Un—1 (—1)m

o Lt _
n! (n—1)! n!

ce qui équivaut a
Up=TNUp_ 1+ (—1)%.

On voit que u, croit a peu prés aussi rapidemcnt
que n!

L’expression de «,, en fouction de n s’obtient facile-
ment en employant la relation précédente; on en déduit
immédédiatement

u, (—unr (=1t (—1)®  w
3! 2!

.

nl T "ol T (n=n!

ou, puisque uy =1,

, 1 1 1 (—1)”
Up=N. | T— -+ — e e |

I 1.2 1.2.3 n!

L’expression entre crochets est le développement
u

de _15’ arrété au (n + 1) ™ terme; done pour n2 3, ;’: est
compris entre Let ;
2 9

Observons que I'équation de degré u,, a laquelle nous
sommes arrivé, ne renferme que n coeflicients arbitraires,
ceux de P'équation proposée de degré nj elle n’est done
pas la plus générale de son degré. Il est visible que sila
proposéc peut étre résolue, clle pourra I'étre également
et sa résolution dépendra de celle d'une équation de
degré 2 au plus.

A I'égard de Véquation de degré C277 uy(p22), nous
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remarquerons qu’elle peut étre résoluc si la proposée
est aussi résoluble.

De ce qui précéde, il ressort que, si I'équation pro-
posée f peut étre résolue, il en sera de méme de notre
résolvante ¢ du degré n!; si I'on peut trouver sculement
g racines dc f, on en pourra trouver

C(l/ Up—q C,% Up—g—.4.+ Cz_z Up—g+o+ CZ“i Up—q+r1— Up—q

de o.

Supposons que, réciproquement, ’équation o soit ré-
soluble, ouméme seulement que 'on puisse trouver une
racine de I'équation de degré u, dont il a é1é parlé. On
aura

xe=0(x)), x5 = Y(x9), ceey
Tp=0(Zn-1) zy=(an),

() désignant une fonction rationnelle de x. On en
déduira

xy=0(ay), zy3=0[0(xy)]= N2(x2), cee

zy = 0n=1(2, ), xry=02(x,).

L’équation f sera abélienne et par conséquent réso-
luble algébriquement.

Si Von sait calculer une racine de I'équation de degré
CPu,_p, n— p vacines dc I'équation f pourront &tre
exprimées rationunellement a I'aide des p autres ¢t 'on
peut affirmer que I'équation f est susceptible d’abaisse-
ment.,

En résumé, on a ce théoréme :

Pour que Uéquation o= o soit résoluble algébri-
quement, il faut et il suffit que U’équation f soit
elle-méme résoluble.

On voit maintenant pourquoi, dans le cas du troisiéme
degré, on a di nécessairement, pour résoudre compléte-
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ment 3, résoudre d’abord I'équation f (ou une autre
tout a fait analoguc).



