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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

SUR L'EQUATION DE DEGRE = QUI DONNE tang%
LORSQU'ON CONNAIT tanga;
Par M. Cu. BIEHLER.

’ . , . a
L’équation de degré m, qui donne tang— lorsqu’on
connait tanga, est, comme on sait,

r (1 +izyn—(1—iz)n
T (+iz)yr (1—iz)m?

a
— = et tanga = a.
en posant tang — = r et tanga
Cette équation, mise sous forme entiére, devient
(t+tz)m(1—ia) — (1—iz)m(1+ ia) = o.
Les deux expressions
(1+iz)m(1—ia) et (1—iz)m(1+ ia)
étant imaginaires conjuguées, leur différence renferme ¢
en facteur, et, par suite, en posant
(1) IVp=(0+iz)n (1 —ia)—(1—ix)" (1+ ta),
le polyndome V,, sera a coefficients réels et de degré m.
Cela posé, nous allons former 'équation différentielle
du second ordre a laquelle satisfait le polynome V,,, et

nous allons appliquer les théorémes de Sturm et de
Rolle aux polynomes qui figurent dans cette équation,
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en vue de démontrer que V,,= o a toutes ses racines
réclles.

1. A cet effet, prenons les dérivées des deux membres
de Tégalité (1), il viendra

(V= mi[(1+iv)m=1(1— i) 4+ (1 — itz )n=1(1+ {2)]
ou
(2) Vi,=m[(1-+x)ym1(1—ix)+ (1 — iz)m1(1+12);
en dérivant une seconde fois,

; Vi =m(m — ) [(1-=ix)n=2(1— (%)
(3) ( (1 L )yn—2 ral
= (t— 1@ )2 (1 L]
D’autre part, en multipliant les deux membres de
I'égalité (2), le premier par 2ix, le second par
(v+da)— (1 —ix),
qui lui est égal, il viendra
vV, == m(1 = i)y (1—ia) — (1— {z)n(14-12)]
+m|— (141x)m=1 (1 —iz)(1—i2)
+(t—iz)m-Y(1+tx) (1 + ia)],
et, en remplagant le produit (1 + ix) (1 —ix) pari + x2,
on aura

202V = miV,y— m(i +a?)
S L )m=2 (= fa) — (1 — {2 )M (1 + Ta)]
ou
\H/

200Ny = mi Ny (14 22) ————,
(m—ru)t

ou enlin
22V (m--1)y=mim —nV,,+(1+22)V),,
que I'on peut écrire

(1) ’n(’" =V — 2(m— l)‘r\”lll -+ ([ -+ Z.g)vl/m =o0.

Cette équation va nous permettre de démontrer la
réalité de toutes les racines de V,, = o.
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2. A cet eflet, prenons les dérivées d’ordre p des
deux membres de I'équation (4), il viendra

- v ~
m(m —1n) V¥ —o(m—nzVE —ap(m—1) Vi
. 7(u+2) . MUEDY , VYV —
) + 1+ 22) Vi oz VO - p(p —1) Vi =o
ou bien

(m—p)(m—p—1) V¥

m
—a2(m—up—Dz VI (1 2 VI =,

En domnant a p les valeurs o, 1,2, ..., m—2, il
viendra
m(m—1)V,y,—a2(m—1)o V), + (1+22) V), = o,

(m—1)(m—2)V, —a2(m—2)zV),+ 1+ 22) V), =o,

2 V=2 g — o p Vi—1) 1 (14 22) Vi = o.

Ces relations nous montrent que les fonctions V.,V ,
Vi vy Vir)jouissent des propriétés requises pour que
le théoréeme de Sturm puisse leur étre appliqué. En
elfet, la derniére Vi7" ne change pas de signe, c’est une
constante; deux fonctions consécutives ne peuvent pas
s’annuler pour une méme valeur de x; si une fonc-
tion V¥ s’annule pour une valeur de x, les fonctions V%~
et VI prennent pour cette valeur de & des signes con-
traires; enfin V), est la dérivée de V,,. 1l s’ensuit que,
la suite Vp, V), ..., VI ne présentant que des varia-

tions pour x = — o et des permanences pour x = - o,
la suite perd m variations quand x passe de — % a +0;
par suite, toutes les racines de 1’équation V,,= o sont

réelles et indgales.

3. Appliquons maintenant le théoréme de Rolle pour
établir la réalité de toutes les racines de V,, = o.
Remarquons, a cet cffet, que I'égalité (3) nous donne

la relation
Vi,=—mim —1)V,_,,
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V,._. étant ce que devient V,, quand on y remplace m
par m — 2, « restant le méme, ct supposons que les
racines de Vp,_o=o0 soient réelles et inégales. Nous
allons démontrer qu’il en est de méme des racines de
Vyp=o.

Pour cela, considérons la seconde des équations diffé-
renticlles du tableau précédent, a savoir :

(5) (m—1)(m—2)V,—a(m—2)zV,+ (1+2*)V,, =0,
déduite de Uéquation (4).

Les racines de V,,_, étant réelles et inégales et dé-
signécs par oy, %, . .., dn_» dans Vordre croissant, sub-
stituons-les dans la relation (5) ; on aurale tableau sui-
vant :

(m—1)(m—2) V), (%) + 1+ 23 ) V), () = o,
............ e e ey

(m-—1)(m—2) V’m(ilnv?) —+ (1 =+ 1;211—2 ) V:;:(“zu—2) =0,

car oy, oy, - .., %y_s sont racines de I'équation V), = o.

Or, d’aprés le théoréme de Rolle, les quantités

Vi), Vin(®), .oy Vi(tn—2)
ne présentent que des variations; il en est donc de
méme des quantités

Vi (a1), Vig(a2), ooy Vi(am—2).

Mais on sait que, si toutes les racines de I'équation
dérivée d'une équation proposée sont réelles et inégales,
et si, substituées dans le premier membre de la pro-
posée par ordre de grandcur, elles donnent des résultats
de substitutions de signes contraires, toutes les racines
de la proposée sont réelles.

Il s’cnsuit que toutes les racines de I'équation V), = o
sont réelles et inégales.

Soicut by, by, ..., by les (m—1) racines réelles de
V', ,=o01 en les substituant dans Péquation (4), on
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m(m—1)V,, (b)) + (1+b})V,(b))=o,

aura

m(m—1)Vu(bmo1)+ (1403 1) Vi(bma) =o0;
mais, d’aprés le théoréme de Rolle,
V';n(bi )’ V,;n(bﬁ)) ceey V’;n(bm—l)

sont alternativement de signes contraires; donc les
quantités
Vi (b1)y Vi(d2), ...y Vp(bp_y)

ne présentent elles-mémes que des variations. Il s’en-
suit que toutes les racines de I'équation V,, = o sont
réelles et inégales.

Nous avons supposé que I’équation V,,_, = o a toutes
ses racines réelles et inégales. Cette propriété se recon-
nait immédiatement sur les équations

Vi=o et Vy=o,
quli sont

Vi=o2(z—2a), Vo=2[a(x?—1) +22].

On en conclut que, d’'unepart, Vs, y = 0 a toutes ses
racines réelles, et, d’autre part, que V,,=o0 a aussi
toutes ses racines réelles ; par suite, on peut dire d’une
maniére générale que I'équation V,, = o a toutes ses
racines réelles et inégales.

SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS ALGEBRIQUES
DONT TOUTES LES RACINES SONT REELLES;

Par M. Cn. BIEHLER.

1. SiPon pose
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la dérivée d’ordre nde y par rapport a o est une expres-
sion de la forme
Qulx, )
I ,.v,,Mv.l b

-
(t—22x + 2%) 2

ou Q.(x,2) cst un polyndéme de degré n en x et de
degré n en a.

Je vais metire en évidence quelques propriétés du
polynome Q,(x, 2), et je supposcrai, dans ce qui va
suivre, que x ait recu des valeurs telles que le trinéme
I — 2ox —+ o7 ait ses zéros imaginaires, ¢’est-a-dire que
x soit compris entre — 1 et 1.

De Végalité

1
}/: - - A
\/1—23(1:—{~ %2

on tire

1 — 202 + 22

ou bicn
Y —aar 4 a2)4+y(a—2z)=o.

Fu dérivant 7 fois les deux membres par rapport a a,
il viendra

yi U —oar 4 a2+ (2n +1) pW(a — )+ n2 yr—D = o,

‘n remplacant yietn] (0 0= par leurs valeurs ex-
primcées en fonction des polynomes delaforme Q,, (x, ),
on aura

(a) { Qrer(rya)+(an + 10 (a—ax)Qpu(r, 1)
= n2(1—a20x - 22) Q- (2, 2) = o.
En diftérentiant I'équation

Qu(x,2)

n -+
(1—22xr + 22)

),»&/17 o

101 —
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par rapport a a, on obtiendra la relation suivante

(6) Quii(z, 2)+(2n+1)(2 —2)Qu(z, 2)
—(1—222+2*)Q,(x, 2)=0;

d’oul’on tire, e¢n comparant les égalités («) et (),
(¢) Q',L(‘I‘,l):——-ann_l(.T,d).

Enfin, au moyen des égalités (b) et (c), on peut ob-
tenir V'équation différentielle du second ordre a laquelle
satisfait le polynome Q, (x, ). 1l suflit pour cela de dif-
férentier par rapport a a I’équation ( 6) et de remplacer
dans le résultat

Qurs (2, 2) par —(n+1)2Q, (2, 2),

qui sont identiques d’aprés la relation (¢).
On obtient ainsi I’équation

{ Qh(x,2)(1— 222 + 22)
[ —(2n—10)(x—2)Q,(r, %)+ n2Qu(r,2)=o.

(d)

2. Les relations (a), (¢), () vont nous permettre de
démontrer que I'équation

Qu(r,a)=0

de degré n cn o a toutes ses racines réelles, pourvu que
X soit compris entre — 1 et 4+ r.

La relation (a) cst en effet le type de la séric des
égalités

Qn(z,2)+(2n —1)(a@ — x) Qu—y (2, 2)+(n —1)2Q o (r,2)= 0,

Q?(‘Z‘? 1)—;_3(1_ x)Q1(1‘7 :")‘{_ Q(): o,

qui montrent que le théoréme de Sturm est applicable a
I’équation
Qn(z, 2)=o.

La relation (@) montre en outre que les coeflicients
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des plus hautes puissances de o dans les fonctions

Qulx, 2), Qrz—l(-z'vl)v ey QO

ont des signes alternés. Il s’ensuit que, pour o =— o0,
la suite

Qu(xa 1)1 Qn—i (-T, a)r ey QD

ne présente que des permanences ct que, pour o = -j- o,
clle ne présente que des variations; la suite gagne n va-
riations quand a croit de — o0 & +- 0 par suite, toutes
les racines de I'éguation

Qu(x,a)=o,

considérée comme une équation en o, sont réelles.
Le théoréme de Sturm peut étre appliqué aussi a la
sérice des fonctions

(\)/1(‘1.77')7 (\);1(11',7-), Tt Q%“(T? l);

il suflit, pour le faire voir, de considérer I'équation diffé-
renticlle (d) et de former le tableau

Qu(r,a)(1—22r +a2)—(2n—1) (2 —2)Q,(x, 2)+ n2Qu(z, 2)= o,
Onte. (1 —onr -=a)—(an —3) (2 — ) Q) (z, 1)+ (n —1)2Q) (2, %) = o,

Qu(w, 2) (1 — 222 +42)— 3 (2 — 2) QP (x, )+ 22QP~2) (2, a) = o,
(uli nous montre que les dérivées de Q, (i, 2) jouissent
des propriéiés des fonctions de Sturm.

On pourrait aussi appliquer le théoréme de Rolle pour
arriver au méme résultat; il suflirait de considérer la
relation (@), en faisant aussi usage de (¢); la relation (c)
nous montre en effet que

Qi (. )y =—(n -+ 12Q,(r, 2),

¢ty si Fon admet que Q, (2, 2)= o a toutes ses racines
réelles et séparées par celles de Q, , = o, on montre
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aisément que Q,1+. (x, 1): 0 a aussl toutes ses racines
réelles et séparées par celles de Q,(x,2)=o.

On arrive encore an méme résultat en appliquant le
théoréme de Rolle, au moyen de I'équation différen-
tielle (d). On voit clairement, dans tout ce qui précéde,
la nécessité de supposer que le polynéme

(1 —2ax + 22)

ne change pas de signe quand o varie de —ow a 4+ et
par suite la nécessité d’astreindre x a étre compris
entre — 1 et 1.

1

3. Sil'on développe la fonction suivant

Vi— 20z + a2
les puissances ascendantes de «, sous la forme

1 -
— =X+ 2 X+ 2 Xy .+ X, L,
\/I — 292 + o
les coefficients X, X4, ..., X, sont, comme l'on sait,
les polynomes de Legendre. Leur degré en x cst égal a
I'indice de X. Ces polynomes sont liés aux polyndémes

Qr(x, a) par la relation

1 /()"_}/ .
1.2.3...n 61")0* X
or
ony _ Qn(x,2)
oz 1

wim]

(1— 202+ ac?)"+
En faisant « = o dans cette égalité, on obtient
1.2.3...nX,=0Qnr(z,0).

Cette relation nous fournit immédiatement celle qui
lie entre eux trois polynémes X d’indices consécutifs.
En faisant « = o dans la relation (a), on obtient

Qn-H(zv 0)+(2n+1)("“x)Qn($a o)+ ann-i(w, o)=o0
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ou
(n-- i) Xy —(2n+1)yr.n!X,—=n(n—n! X, y=o,

en désignant le produit 1.2.3 ... npar n!l.
En supprimant le facteur numérique 2!, il viendra

(e) (n-+-1)X1—((2n+1)rX,+nX,_;=o.

Cette relation permet d’appliquer le théoréme de

Sturm a I'équation
X,, == 0,

ct de montrer qu’elle a toutes ses racines réelles.

Pour savoir sila suite X,,, X,,_y, ..., X, X, gagne ou
perd ses variations, il suflit de considérer I'équation (e),
qui nous fait voir que les coeflicients de la plus haute
puissance de x onl le méme signe dans toutes les fone-
tions X,,, X, _y, ..., X. La suite perd donc ses varialions
quand x passc de — o a + .

Le polynome Q,, (x, «) peut s’exprimer d’une maniére
simple en fonction des quantités X,,.

On a, en effet,

Qu(r )= Qu(r.0) ~2Q,(x, 0)

“2 v ’xll
+ s Qux, o). ..+ o Qi (r, 0).

les dérivées étant prises par rapport a o.
D’aprés la relation (o).

. Qu(e, ) ——n2Q, ((r,2):
par suite,

Qu(r,2)=—n2Q_ (r, )= n2(n —112Q,_o(x, ),

QW ()= (— O n(n — 1) (n—u+12Q, y(x, 2).



En faisant 2 = o dans toutes ces égalités, on aura

Q;L(‘Z‘V 0)=— n2QIl—1(‘T! 0),-
w(2,0)=n*(n—1)2Q,_s(2,0),

....... DR I B I I S S SR

QW (z, 0)=(—1¥nt(n—1)...(n— p+1)2Q, y(x,0),

ety en remplacant Q,,_(x,0), ..., Qu_y (o, 0) par leur
expression en X,,_y, ..., X,_y, il viendra

Qn(#,0)=—n.n!X,,
Qu(w,0)=n(n—1)n! X,_,,
Q@ 0)=(—n¥n(n—1)...(n—p+1)n! X, y;

on peut donc écrire

xr, ) . . n(n—1 .
QL,’*« = X, -~ naX, 4+ n( ; )1‘—’ Xpa-t-. ..
n! 2!
nin-—1y...(n—u-41 .
e (— TP _)(, e )1P-X,,_P+~‘..
0!

L’équation différentielle (d) nous fournit la valeur de
Q. (a, 2) pour x == o0j; cctle expression peut aussi se

tirer de la précédente en remarquant qu'on a, d’'une ma-
I} 9

niére générale,
(n -+ 1) [ Xpaq Jamo+ [ Xy g Jipeg = 0.

Les polynomes X, nc renferment, d’aprés la rela-
tion (e), que des puissances de méme parité; I'expres-
sion de Q,(0,) ne renfermera donc que des puis-
sances de o de méme parité. L’équation différentielle (d)

nous doune

Quio 2y o n(n-—1) -

— )/l
(=1 n! 1.2
n(n—i)y(n—o)(n—3)
L - “®
(1.92)2>< 2"
n(n—i)...(n—ap-+1)
(1.2.3.p)*a%r

o

A+ (=) R
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La valcur x = o transforme (1 — 222 + a2) en 1 + a?;
par suite, I'équation
Qulo,2)=0

a aussi toutes ses racines réelles.
4. Nous allons maintenant chercher d’autres expres-

sions du polynéme X,.
A cet effet, remarquons que

1

T isara e

peut s’écrire

7=V

Si I'on pose

on aura
. 1 1
y = i > N —»
par suite
dy dy 0s ay —1
dx 03 0 ;E(w/l_,rg)’

Or
g Qulo,z T
e
' (1 z2) "2 Vi—a
Pﬂ[‘ suite
iy  Qu(o,3) (=0 1
l)z'l n 4 1_) (\/l —_ ﬁ)n ‘/l — .?‘_3 4

(1+32)
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et, faisant o = o,

(?_’:)_’_) — Qn (o, 20) (—nn
=0

dan (14 23) _,_; (‘/,,,_zz')m-l’

en désignant par z, ce que devient z pour o = o. Mais

r—a
5= ——— donc Bg= —————

\/l—x’ 1 — 2zt
x? 1

1+ 3t =1-+ — —
1— 2 1—xt’

(U

par suite
1
oy id (l—r’)”'i(_.__l)n
( 1n> Qn, <0-, \/l —-—.Z‘z> \\/I —x’)"“ ’
dn ny
<;9;‘—§>0:(“1)er"( /__4 1> (‘/[—;2)

ou enfin

n! Xy =(—1)" n<o, 7___ >(s/r—z-)’

Cette égalité nous fait voir que les racines de I'équa-

tion X, = o sont toutes comprises entre — 1 et -+ 1.
En effet, I’équation

Qp(o,a)=0o0

a toutes ses racines réelles; soient oy, ay, ..., a, ces
racines.

Les racines de 'équation X, = o étant désignées par
XyyTgy «+ oy Lny ON A

ry Tn

ay = ey Qp = —————

d’ou

ey Tp=

au signe pres; on voit par suite que Xy, L, ..., T, sont

Ann. de Mathemat., 3* série, t. VL. (Janvier 188-.) 2
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toutes réelles et plus petites que 'unité en valeur ab-

solue.
Nous avons trouvé I’expression de Q,(o0,a), & savoir
(__ )n Qn(o' %) —an— nin '_"1) an—1
1.22
n(n—1)(n—2)(n—23) ant—
(1.2)%22%

on en déduit

o

= zn— '_ZL"__:_'_) zn=2 (1 — %)
1.22 :
N n(n—l)(n——:;)(n—3)x"_i(l_x’)hj_”‘
(1.2)22%

nn—1)...(n—2p+1)

-+ (—l)p ([)!)2><221’

TP (1 — 2P

On sait que, si l'on prend la dérivée d’ordre n de
(x*—1)" en employant la formule connue pour la dé-
rivée d’ordre 1 d'une fonclion de fonction de la forme
o(x?), a savoir

d"[;ifz)] (2.z)r o (Z7) n(nl" 12 (22)r—10n-1(z1)
L n(n— Jﬁ(nl-; 2)(n—3) (2zy—bon—2(zt)+ ...,

il viendra

[al(22— 1) n(n—n
d [(z 0 ]: 2nn! [:Z'"—i— (__ zu—z(xl__‘)

dxh 2?
n(n—1(rn—2)(n~—3)
(1.2)%2%

xn—h(x?—1)? —,—-:I .
En comparant cette expression avec celle de X, pré-
cédemment trouvée, il viendra

vodr(rr—on)

2nn! dxn

Xp=

qui est 'expression bien connue du polynéme X,,.
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SUR LES CONDITIONS D'INTEGRABILITE D'UNE EXPRESSION
DIFFERENTIELLE ;

Par M. H. LAURENT.

On dit ordinairement que, pour que 'expression
(1) prdry+ pydzs—+...+ ppdz,

soitune différenticlle exacte, py, pa, ..., pn désignant des
fonctions de xy, x5, ..., Xy, il faut et il suffit que les
n(n—1 . .

22 —1) L elations comprises dans le type

dpi _opi _

()
%) dr;  0x;

soient identiquement satisfaites; mais ce que I'on ne dit
pas toujours, c¢’est que ces conditions peuvent étre rem-
placées par d’autres moins générales.
Sil’on pose
220
x ox;

Jacobi a remarqué que I'on avait

pij  OPjk _ OPki _
dxk ().’I,‘[ Jx j -

(3)

Ce résultat est facile a vérifier en eflectuant les différen-
tiations indiquées. Il en a conclu qu’une partie des re-
lations (2) rentraient les unes dans les autres, lorsque n
était plus grand que 3. Mais I'illustre géométre aurait pu
déduire d’autres conséquences de la formule (3). Sup-
posons, en effet, p;j= o, pix=— pr;=0; on aura

')[)ik

<= =0,

Jx 7
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et, par suite, pj est indépendant de x;; il résulte de la
que, sil’on a

P12=0, P13 =0, ) Pin=0,

les quantités p;;, ou i et j sont différents de 1, sont
indépendantes de x,. Si donc elles sont nulles pour une
valeur particuliére x{ de x,, elles seront nulles, quel
que soit x, ; on peut donc énoncer le théoréme suivant :

Pour que lUexpression (1) soit une différentielle
exacte, il faut et il suffit :
1° Que l’on aitidentiquement

(4 dp,__d_p_,’ df_’_-@.‘,

91 %P1 _ OpPn.
dxy  Oxy dr;  oxry

oz, oz’
2° Que l’expression
pP2Ax2 ...+ ppdz,

soit une différentielle exacte relativement é& xy, xs, ...,
x, pour x,=x\.

En d’autres termes, les relations (2), dans lesquelles
ct j sont différents de 1, n’ont besoin d’étre satisfaites
que pour x, = x}.

Cette remarque m’a permis de simplifier un certain
nombre de théories relatives aux dérivées partielles; je
vais montrer comment elle conduit de la facon la plus
simple a 'intégration del’équation aux dérivées partielles
€3 %ltf—_—f(x,;xz,...,x,,, t, P1y P2y -y Pr)y
qui est le type auquel on peut ramener toutes les équa-
tions du premier ordre. Dans cette équation, u désigne
une fonction inconnue des variables xy, xqy ..., Zn, t

d __ du __9u R L y i
etde py= P sy pPp== o ne contenant pas u expli-

citement.
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Intégrer I'équation (1), c’est trouver des fonctions p,,
Pay -« -» Pn rendant U'expression

P1 dz‘(—'r—. .. —Pn dx,,-!—fdt

égale a une diflérentielle exacte du dont I'intégrale sera
alors la fonction inconnue u. D’aprés notre remarque, il
faudrait que I'on etit

(6) o1 _ af ops _ df .. opr _ df
ot dw, ot~ dzy’ t dz,

identiquement, et que, pour £ = ¢°, on elt

il i
oz, e Pr= g

(7) P1=

’

w désignant une fonction arbitraire de x,, ..., Xa, &
laquelle se réduira u pour ¢ = z°.
Les équations (6) doivent s’écrire

[opr _ of | of 9 of
dt ()‘l‘i ()P1 P“ P2 5 — Par+...+ 0})” Pni,

(8) 1 Ope aof f df of
-(ﬁ———;;‘;;—z—'i- Pﬂ-l— ops ! T Pea ... '{);;Pnz,

op;
pij désignant, pour abréger, - 7 Je remplace ces équa-

tions par les suivantes :

[ opy_ of  of of
ot dr, ap P11+ 71’12—*— -+ ap Pin,
(8 bis) 6p2 of of of of
ot B‘x—; ; apm*- - P22+ (E,—sz

............................................

11 faut intégrer le systéme (8), de telle sorte que, pour
t =1%, on ait
o

Pi= 570

et alors py, p,, ... seront les dérivées de la fonction u
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satisfaisant a l'équation (5). Mais, en intégrant le sys-
téme (8 bis), de telle sorte que, pour ¢ =1¢°, on ait

0%

pi= 530

les fonctions p seront aussi les dérivées d'une certaine
fonction, et 'on aura

Pij=Pji>
et, par suite, les équations (8) auront, dans ’hypothése
oul'on s’est placé, les mémes solutions que (8 bis). Ce
sont alors les équations (8) que nous allons essayer
d’intégrer.

On a

9
dpy = pi1 dzy -+ praday—. . .+ pipdvy - '5} dt,

0,
dpy = pa1 dy+ prs dws +. . .+ pap dz, — —5—; di,
e opy Op,y , . -
Tirons -5 -5 -+ des équations (8) pour les porter
dans celles-ci, elles deviendront
()/‘ | \ (l' o) 0 r
Pt <d.1:. + ‘E It/) “ee . Pln (dx',,—i— C—ij')—/;dt> + 3;2 dt —dp,= o,
. 9f ' , C9f N of _
P21 ([].Z‘]—r— 0/—)1 d/> ... Pin (dxn—.— J[_;:dt) - JT_Z dt — (1])2 = 0,

et si I'on établit entre les x et les p les relations sui-

vantes : .
. dry _ of dr, of

(9) dt 7 opy’ v dt —  opn’

il faudra, en vertu des équations précédentes, que I'on

ail aussl

(10) dpy _ of ey A _ oS

At T ory’ di = ox,’
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Intégrons alors les équations (9) et (10) qui sont des

équations différentielles ordinaires, de telle sorte que,
pour £ =1%°, on ait

- 0.
T =z}, Pi=pi;

n des intégrales de ces équations devront étre des con-
séquences des n autres, et les intégrales p,, p., ... des
équations (8) s’obtiendront en écrivant n relations ar-
bitraires entre p, p3, ..., X}, x5, .. ..

Prenons, pour ces relations arbitraires,

o 0w
(11) P?zt—).z—‘_?, ooy Pg:m’

w(x), ..., x2) désignant une fonction arbitraire de
xy, ..., xy; les quantités p ainsi déterminées rendront
2 pdx+ fde différentielle exacte d’une fonction u qui,
pour t = %, se réduira & (X, X2, «. ., L)

En effet, soient

P(;:el(xh Loy L3y ovny Tpyl), P%=92, Pnzen,
x3

.Z’g = q/l(.’l'l, Loy X3y ooy Ty [), 9 = 412, z‘nijn

les intégrales de (g), (10), les intégrales de (8) seront
les résultantes provenant de I'élimination de x}, x3, ...
entre

0w B,( 0 o

_— = Tly eeey X — = U SN

l).’l‘(; 1 1y y Yy ’ ()J,g 29 )
[ — .

2y =41 (g, ent, Tny L), z§ = s,

Sil'on fait t = 1%, ces formules devront ¢&tre identique-
ment satisfaites pour x, = x, x> = x3, ...; ainsi I'on a
les identités

o] Dio]

— 0 (x(l 0 o) =0
— 13 oo Ty 7))y = V2, e
v )
()‘Tl ’)‘12

Mais les 20 étant arbitraires, on peut les remplacer par
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lesx, ctlona

Jo
.(E; = 61(1‘1, ooy Ty to),
Mais 0, (x4, ..., X, t,) est la valeur de p, pour t =1°;
donc, pour t =1°, p,, p,, ... se réduisent aux dérivées
de w(xy, Xy, ..., 2,), et u a la fonction w, si I'on veut.
c. Q. F. p.

NOTE SUR LA COURBURE DES SECTIONS NORMALES
D'UNE SURFACE;

Par M. GENTY.

1. Soient N la normale en un point o d’une surface;
i et ya les centres de courbure principaux pour ce

point : on demande le centre de courbure de la section
normale qui fait un angle ¢ avec le plan de la section
principale dont le centre de courbure est v,.
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Soit C le cercle décrit dans le plan de la figure sur
Y1Y2 comme diameétre. Menons par le point v, une ligne
faisant avec N 'angle ¢ et soit m le point ou elle ren-
contre de nouveau C; soit z le second point de rencontre
avec ce cercle de la ligne om; la perpendiculaire élevée
sur om au point n coupe N au centre de courbure
cherché.

En effet, abaissons du point m une perpendiculaire
mp sur N; on aura

op.ol =om.on = RyR,,

R, et R, désignant les rayons de courbure principaux.
Donc
_ .o

1
ol — R;R,

Orona
op = 0y2+ Y2 p = Ra +(R;— Ry)sin?¢ = R, sin?¢ +- Rycosto.
Donc, enfin,
1 cos?o  sin?o
ol = R, T Ry’
c’est la relation d’Euler.

N

2. Désignons par ¢’ I'angle (/)/7,;. On a

tango tango' = o1 R,
oY1 R,
Or la relation qui lie les angles © et ¢’ correspondant
a deux sections normales conjuguées est

tange tango'= Rs

g9 tange'=— -
Sidoncm’ est le point du cercle C symétrique du point m
par rapport a N, la perpendiculaire élevée en m' sur la
droite om’ coupe N au centre de courbure 7 de la section
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normale conjuguée de celle que nous avons considérée en

premier lieu. On obtient plus simplement le point / en
élevant au point m une perpendiculaire sur om. Donc :

Les perpendiculaires élevées aux extrémités d’une
corde du cercle C passant par le point o déterminent
sur N les centres de courbure de deux sections normales
conjuguées.

On reconnait sans difficulté que I’angle fo\r: est com-
plémentaire de celui des deux sections normales conju-
guées qui ont leurs centres de courbure aux points / et /'
respectivement.

3. Le point n est celui que M. Mannheim appelle le
point représentatif et M. Dewulf le centre perspectif
de la normalie dont la directrice est une courbe tracée
sur la surface & partir du point o et qui est tangente a
la section normale dont le centre de courbure est en /.
Le point central de cette normalie est le pied ¢ de la
perpendiculaire abaissée du point n sur N et le plan
central de cette normalie fait avec le plan de la section

principale dont le centre de courbure est y; un angle
o~

” ) ~ ’ a . W]

égal A ny, v, c’est-a-dire a ¢'. En tenant compte du sens

dans lequel doit étre mesuré cet angle, on retrouve im-
médiatement ce théoréme de M. Mannheim :

La tangente en un point o de la directrice d’une
normalie & une surface et la trace du plan central de
cette normalie sur le plan tangent en o a la surface
sont deux diamétres conjugués de l'indicatrice de la
surface au point o.

4. La construction du n° 1 conduit a une démonstra-
tion trés simple d’un théoréme donné comme com position
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en novembre 1885 aux examens de licence de la Faculié
de Grenoble et dont voici ’énoncé :

Soit S le lieu des centres de courbure des sections
faites dans une surface par des plans passant par l'un
de ses points o; la transformée par rayons wecteurs
réciproques de la surface S, o étant le péle de la trans-
formation et R R, son module, est un cylindroide lieu
des perpendiculaires communes & la normale en o et
aux normales infiniment woisines.

Considérons, en effet, les sections passant par une
tangente ot de la surface donnée qui fait I'angle ¢ avec
la trace de la section principale dont le centre de cour-
bure est v,. Le lieu des centres de courbure de ces sec-
tions est un cercle L, ayant o/ pour diamétre et situé
dansle plan normal perpendiculaire a ot.

Si nous rabattons ce cercle sur le plan de la figure en
le faisant tourner autour de N, il se confondra avec le
cercle construit sur o/ comme diamétre et passera par le
point .

Mais on a

om.on =R Ry;
donc la droite L, transformée de ce cercle dans I'inver-
sion définie par ’énoncé est rabattue sur la droite np.

Or le point p est précisément le point central de la
normalie dont le plan central est le plan du cercle L;
donc la droite L, est perpendiculaire a la normale K au
point central de cette normalie; elle est par suite une
perpendiculaire commune 4 la normale N et 4 une nor-
male infiniment voisine de la surface donnée.

D’ailleurs les droites K sont les génératrices d'un
cylindroide P; donc le lieu des droites L, est aussi un
cylindroide, qu’on obtient en faisant tourner P de go°
autour de son axe N.
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5. Nous remarquerons enfin que le théoréme dun°® 2
conduit & des constructions trés simples, toutes les fois
qu'il y a lien d’appliquer en Géométrie descriptive le
théoréme des tangentes conjuguées, par exemple lors-
qu’on cherche la tangente a4 la courbe d’ombre d’une
surface.

On en déduit aussi sans difficulté la construction sui-
vante pour la détermination des axes d’une ellipse dont
on donne deux diamétres conjugués OA et OB.

Par les points O et A faisons passer un cercle (S) de
rayon quelconque; du point O comme centre avec OB
pour rayon, décrivons un cercle qui rencontre (S) aux
points B, et B); menons la droite B, B, qui coupe OA

au point D. Elevons en O une perpendiculaire sur OB
et du point D abaissons sur cette droite une perpendi-
culaire DE. Enfin, du point milieu C de la droite DA,
avec un rayon égal a CE, décrivons une circonférence
qui rencontre OA aux points vy, et y;. Les axes cherchés
sont paralléles aux droites Ey, et Ey, respectivement,
et, si a et 6 sont les demi-axes, on a

a=y0AOy,, b=yOAON..
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Pour obtenir sur la figure les longueurs a et b, me-
nons par les points vy, et v, des paralléles 2 B, B}, qui
rencontrent le cercle (S) aux points F et G respective-

ment ; on a
a = OF, b= 0G.

SUR QUELQUES FRACTIONS CONTINUES;
Par M. E. GESARO.

Parmi les Unsolved Questions de M. Sylvester, pu-
bliées en appendice par I’Educational Times, nous
allons considérer celle qui porte le n° 2906. 1l s’agit de
chercher la valeur de la fraction continue

X=(1, %1 “;'y '13'7 %1 cee)e

Les termes a, et b, de la n'™ réduite satisfont a

Péquation

T
(1) Cp+1 = 7 Cn—+ Cn—1,

avec la condition initiale ¢, =1, et 'on aura
¢hn=a, ou b,

suivant que ¢co=1 ou 0.
Cela étant, considérons la fonction

(2) y:c‘x—}——;c,x‘z—!—%cax“+{cb.z"—l—....
Elle obéit, en vertu de (1), a I'équation différentielle
(1—22)y' =y + ¢1+ cox;

d’ou I'on déduit aisément, par les méthodes habituelles,

(3) y:(c:—co)( ii:—l>+co\/:iiarcsinm.




"
( 3o )
Or, si l’on pose

2.4.6...2n
5.

@ S = RS ey

)
B N

on sait que

l—%—w_]+x_l_m2+a“3+(l“—i—x5+(l‘5+1’7 )
Vicz~ - ) SG) T fB) v

[+ . x? 3 AT
\/1——1' are sinx = r - (\;—I—?)f(l)—!—(q#—*—?)f(")

ré

+<‘F+T7_7>f(3)+....

Par substitution dans (3) et comparaison avec (2), on
trouve

e, =(cy—¢o) '_nn— -+ (-"ﬂ_/‘ [Z] °

En conséquence, si I'on fait successivement co =1,
¢o = 0, on oblient

an:f [%J ’ by = —,;7—,
Bt
o 2 |

d’ou I'on déduit que la ni®™e réduite de la fraction con-
sidérée est

) =722
Sy

2
D’autre part, on sait que I'expression (4) se réduit,
pour n trés grand, a \/xn, abstraction faite d'un facteur

variable, qui tend vers 'unité. On a donc, sensible-
ment,

X, = z [ﬁ] ’ d'ou X =

ni2

SR

Si I'on fait usage de la formule de Stirling, on trouve

72(n)y=mn-+ I+ ! ! )
SRy = " 8n 3an? )’
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puis la formule (5) devient

+(—1)n—n-[x-e—(—jt)n .1 —1—]

(6) Xau= in 8n2

wl:l

On peut en déduire un développement analogue pour le
ni‘me quotient complet Q.. On a, en effet,

Xbp—y— any — byp g X—X,y

Q= —Xb, b, Xp—X~

et, par suite, en vertu de (6),

Q I LI, 3 -+
n= an 8nz 777

On voit que, pour n indéfiniment croissant, la frac-
tion continue

Q _ 1 I 1 1
"mA\R n+t ne+2 n=3’
tend vers I'unité. On résout ainsi la Question 2997 de

I’Educational Times.
En partant de l'identité

X = X, (X — X)) = (N —Xg) =+ (g — Xg) ..o,

on trouve la formule

s I 1 2./\2 2.4.6%\2
E gy (3) (5 s () -
2 7 \3. D7
Si 'on observe que la somme des n premiers termes du
q p

second membre est X,,_,, on reconnait que l'erreur
commise en s’arrétant au n'*™¢ termec est sensiblement

8% » pour de trés grandes valeurs de n. On peut donc

aftirmer que la série obtenue est fort peu convergente.
11 est possible d’évaluer, plus généralement, la frac-
tion

1L L }33 L
xq;):([, LRI IZ )
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sans passer par le calcul des réduites successives. Re-
marquons d’abord que les termes de la ni*me réduite
satisfont a 'équation
(1—2%)y = py + ¢1-+ ¢,
la fonction y étant toujours définie par 1'égalité (2), ou
cp représente inditféremment a, ou 4,. Si I'on pose
®
x
1—x\? dr
J - I—xy ar
(@ 1) _[ \1-',—w> 11—z

on trouve sans peine
P

_Cc1—¢C 1+x ;_ L 1+
y= n - [<1——x> I] T c°<1——z‘> J(‘T’f‘);

et 'on en déduit

»|E

n=uoo E

ap,xn 1-—x\?
‘ n ~-<iTa£'> Y@ w),

=1
@ e 3

( bpan 1[(1—:—@')’ ]
= — —Iy-

n pl\1—a

Ces fonctions deviennent infinies pour x = 1. La limite
de leur rapport, pour x =1, ne différe donc pas de la
limite de g—:, pour 7z infini, Conséquemment

e x % dz ‘m%qu
X(p)=wl(, H)=H‘[ <1+x> T P-\/; T

Sous d’autres formes,

ut
%

X(y.):zy.f (tangz)v—tdr
©

I I 1
=2 —-———F— —... ).
Boop2 g

Quant aux réduites, on calcule d’abord &, au moyen
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de (7); puis, si 'on pose

Qn:.l—‘y.(_lﬁ‘_.b_‘z_s__b_;_..‘i b)l—-t>’

1 2 n—i
ona
J(z,p) =gz +1ex?+Llaxd+lgzri+..

et, par suite,

b1 en _*_ﬁ Sn—2

anzen—!—pn(—

_ bpy ¢
_\_baeusA_‘_ +nl 1y,

I n—i 2 n—2 3 n—3 77 n—1 1

Prenons, comme exemple, le cas de . = 2. On a

logg=(1,2,2,2,2, ...}
Les termes de la ni*™ préduite sont
/ 1 I 1
ap="2n(1—— + = —...& =1 b,=n
” k 2 3 n—i1) 7"’ "

En conséquence,

S n (—1)n

X,=2{H —H|=-|}+—
Xpmaim =i [2]{+ S
pourvu que l'on représente par H(n) la somme des n
premiers termes de la série harmonique. On en déduit,
en vertu de formules connues,

X,Lzloga—l,—(—x)"(] LI —...>:

2n? 4nt 2nb

puis, pour exprimer le n**™® quotient complet,

On voit que la fraction dont il s’agit est plus conver-
gente que celle de M. Sylvester.
Plus généralement encore, considérons la fraction
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. VI. (Janvier 188-.) 3
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continue

X({J.,V):(I, !f ’ ® L B ...).

? 7 b b
1+v 24+v 34+v 4-+v

En opérant comme plus haut, on trouve

n=ew L Lo

E apx™tV (14 2x\? 1—x\2 xvdr
n-+v \1—ux b \-+Z —z’

n=1

- [ B

2 bpzn+y  (1+2\? (T /1—2z\? 2Vdx
n+v \1—x o 1 +~x) 1—x2

n=1

La valeur de X (., v) est donc égale au rapport des inté-
grales
i

/" I—ax\2avdr Y r—2\? avdr
Jo \irz) 1—2’ J, \i+2) 1—2?

Par exemple, si ’on pose

=

1 1 I 1
— — -
I+~v 2=V 34+v 44V

Sy =

on a

X (2,v)= S

Jz-—vbv

=2 l+1 3 -+
- v oov2 vk T

En particulier, lorsque v est un nombre entiern —1, la
derniére formule donne l’expression du ri*™¢ quotient
complet de la fraction (1, #, 2, 2, ...), considérée plus
haut. Soit encore v =1 : on trouve

etc., etc.
C’est par des procédés semblables que I'on parvient



acalculer la fraction

.
L)
Y(p ) =1+
{J.
2 =y
I
:J.
. 34V
; "
—
(o A

On obtient d’abord

n—wo
Ap_y Y e—x x y
= _ —1 x

E oy —ap ), ¥ (1—x)e—lebr dr,
n=1

Il:oob x

n-+v — W
2: n—1 & — e~ f xw—l([—x)P-“eP'Idz,
n-—+v (1— ) o
n=1

et 'on en déduit

Y,y v)

Exemples :

1
[ vV (1— x)s—tekx dr

i .
f V(1 — x)v—1 elx da
)

e—1=1-+ -
2
) 1
3
1+ T
1+ —
1=,
]
y \
d’ou
1 I
=1+
c—2
2+ 2
. 3
34 -
4+ 3
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2

1 2y — . 1
-2(82—-5)--—1—.———-—————;3
1+ o
l'-!-"‘*‘ 3
[ = %
l—‘i-
M
, .
d’on
4 2
=14+ - J—
e?
4
9 e e
6
+

Des fractions analogues ont été étudiées par Amo-
retti, Wronski, Legendre, etc.

SUR UNE DISTRIBUTION DE ZEROS;
Par M. E. CESARO.

Soient ¢, Ca, C3, « .., Cp les zéros de la fonction u

9 29 b 9 9
arbitrairement distribués dans le plan. Nous voulons
étudier la distribution des zéros de u'2 — uu”. Si les zéros
de u sont simples, il est clair qu'il n’y en a pas qui ap-

ples, y pas qui ap

partiennent a «* — uu’, et, par suite, Péquation a ré-
soudre prend la forme

«

(1) ! . ! - ! -+ R
) (s—e)t (53— (s—c) T (s—en

Cela étant, posouns
cp= ap—+ ib,, z=x-+1iy;

x et y sont les coordonnées d’un zéro quelconque Q
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de u'?— uu’. L’équation (1) se dédouble en

(2)

ri=n
(3) D (r —ar éi’ 2N
r=1
3, étant la distance Qc,. Si 'on charge les zéros de u en
raison inverse de la quatriéme puissance de leurs dis-
tances a Q, I'équation (3) montre que les paralléles aux
axes, menées par Q, forment un couple d’axes d’inertie,
principaux pour ce point. Mais, d’autre part, d’aprés
I’équation (2), les moments d’inertie, relatifs a ces axes,
sont égaux entre eux. Il en résulte que toute droite
passant par Q est un axe principal pour ce point. Autre-
ment dit : le moment d’inertie d’un systéme de masses,
appliguées aux zéros de u avec une intensité inverse-
ment proportionnelle & la quatriéme puissance de leurs
distances a un zéro de u'* — uu”, a une valeur constante
relativement & tout axe passant par ce point. 1l est
évident, d’ailleurs, que cette valeur constante n’est
autre que la demi-somme des inverses des carrés des
distances de Q aux zéros de u. Si I'on représente par o
le rayon de giration, on a donc

| =
| =
| -
| =

-+

i SRR

._ %1 03 &% 0}

(%) 2p2= .
1 1 T I

8% o4 0% o}

Si les zéros de u sont alignés sur une droite D, celle-
ci contient nécessairement le barycentre G du systéme
de masses : elle est, en outre, pour ce point, un axe
principal, par rapport auquel le moment d’inertie est
nul. On sait que l'autre axe, perpendiculaire a D, doit
passer par Q, et le rayon de giration correspondant,
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représenté par la distance QG, est, d’autre part, égal
4 p, comme pour tout axe issu de Q. Conséquemment,
st, aux zéros de u, alignés sur une droite D, on ap-
plique des masses inversement proportionnelles aux
quatriémes puissances de leurs distances i un zéro Q,
de u'*— ud, le barycentre du systéme n’est autre que
la projection de Q sur D. En outre, la distance de Q
a D représente le rayon de giration du systéme, rela-
tivement & tout axe passant par Q. La théorie des
moments d’inertic permet enfin d’ajouter que, plus gé-
néralement, le rayon de giration du systéme de masses,
relativement & une droite quelconque du plan, est la
distance de G a la projection de Q sur la droite consi-
deérée.

D’aprés ce qui précéde, on voit que les zéros de
u'*— ' sont toujours situés en dehors de la droite D;
car le rayon de giration p ne saurait étre nul. En outre,
il est clair que le symétrique Q' de Q, par rapport a D,
satisfait aux mémes conditions que Q, puisque le
systéme de masses, relatif a (/, est identique avec celui
qui sc rapporte a Q. Les 2n — 2 zéros de u'* — uu sont
donc symétriquement distribues de part et d’autre de
la droite D. Remarquons enfin que’le maximum de
Pexpression (4) a lieu lorsque les quantités & sont toutes
¢égales a leur maximum d; d’ou il suit que I'on a
252 < d*. On déduit de la que la distance p est certaine-
ment inférieure a Uintervalle qui sépare les zéros
extrémes. Lorsque n = 2, on a

2p%= d?,

et les zéros des deux fonctions sont les sommets d’un
carré. En particulier, si I'on applique ce qui précéde au
cas ou I’équation u = o n’a que des racines réelles, on
voit que les racines de u'? — uu’ = o sont imaginaires,
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et que, dans chacune d’elles, le coefficient de i est, en
valeur absolue, inférieur a I’excés de la plus grande sur
la plus petite des racines de u.
Considérons, plus généralement, I’équation

wr+ K2(u'? —uu')=o,

K étant l'affixe d’'un point quelconque du plan. Soit
K =Re®. 5i I'on pose

r=n

_ (z —a,)?
A—Z —_——Sﬁ ’
r=1

B=E(;y-—},;££y
oo ’j:"(x—an(v—b)
r=1

I’équation proposée se dédouble en

cos20 sin2
A—B= T, 2C = —R'l—’
d’ou
2C

tang20 = -

Cette relation montre que la paralléle & OK, passant
par Q, est, pour ce point, un axe principal d’inertie.
Supposons, maintenant, que les zéros de u soient sur
une droite D, paralléle ou perpendiculaire 8 OK. D’apreés
ce que I'on vient de dire, les axes principaux, de centre Q,
sont paralléles 4 D et a ses perpendiculaires, c’est-
a-dire aux axes principaux de centre G. Or on sait que
cela ne peut arriver, 4 moins que Q ne se trouve sur un
de ces derniers axes. Donc, comme précédemment, le
barycentre du systéme de masses est la projection
de Q sur D, pourvu, nous le répétons, que le point K
se trouve sur la paralléle ou sur la perpendiculaire a D,
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issues de lorigine. Mais le zéro Q ne coincide plus,
comme dans le cas précédent, avec un des points P, P/,
pour lesquels ellipse d’inertie se réduit a un cercle. I
y a, cependant, une liaison remarquable entre tous ces
points. Observons d’abord que, si 'on décrit la circon-
férence sur le diamétre QP, les axes principaux, de
centre Q, passent par les extrémités du diamétre qui
contient G. D’aprés cette construction, si Pon observe
que G cst le milicu de PP/, on démontre sans peine que
les axes principaux d’inertie, relatifs au point Q, sont
les tangentes communes a deux paraboles ayant pour
Soyers P, P, et pour directrices QP', QP, respective-
ment.

Voiei comment nous avons été conduit a nous oceuper
de ces questions. On sait que M. d’Ocagne a étudié 1'é-
quation symbolique

(5) w—(u—v)=o,
ou
v dvur
= de

en démontrant que, si v est pair, 'équation dont il
s’agit n'a que des racines imaginaires, lorsque I'équation
1w =0 a toutes ses racines réelles et simples. I} est pos-
sible de ramencr cette proposition a un degré extréme
d’évidence, grace a une remarquable formule, qui permet
d’exprimer la vi‘me dérivée de logu, moyennant les yiémes
dérivées des puissances successives de u. Cette formule est

. r=v
dvlogu }*1 (—1)r1Gy,, dur,

dsY ru’” dzv’

r—1
u représente une fonction quelconque de z. L’équa-
tion (§) devient donc
d’logu
w < g

dzy

= o,
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ou bien, dans le cas actuel,
‘ (3 — e (s—ca)V...(5—cp)

(6) x[ T I N 1 _
( Gy TGy (z-—vn)"] N

Lorsque les nombres ¢ sont réels, il est évidemment
impossible de satisfaire 4 cette équation avec des valeurs
réelles de z, siv est pair.

Supposons, plus généralement, que les zéros ¢ soient
situés sur une droite D et, pour abréger, désignons
par U, le premier membre de (6). Soient 8, 'angle de Qc¢,
avec D, et &, la distance Qc¢,. On rameéne aisément 1'é-
quation (6) au couple d’égalités

r=t 8\’,' o r=1 ay -

Remarquons que le symétrique de Q, par rapport a D,
remplit les derniéres conditions aussi bien que Q. Le
systeme des zéros de U, admet donc la droite D pour
axe de symétrie. La seconde égalité ne s’oppose pas a
ce que lous les angles 6 soient nuls; mais la premiére
devient

1 I 1 T

VRS Wi W TR S Wl wa v i s W WA

) et A étant les abscisses, sur D, des points ¢, el Q, par
rapport a une origine arbitraire. Si v est pair, il est im-
possible de satisfaire a (7), et, par suite, les zéros de U,
ne sont pas situés sur D. On peut aJoutcl‘ qu il y a

(n—1): S ” de ces zéros situés du méme coté de D, et que

les autres sont les symétriques des premiers, par rapport
a cette droite. Le cas de v = 2 est celui que nous avons
étudié au commencement de cette Note. Supposons,
maintenant, que v soit impair. On sait démontrer qu’il
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y a n— 1 valeurs réelles de X, vérifiant (7), et que cha-
cune d’elles est isolée entre deux termes consécutifs de
la série Ay, Agy ..., N, Donc, si la fonction u a sesn
zéros sur une droite D, n — 1 zéros de U, se succédent
sur la méme droite, suivant la loi de Rolle, si v est
v—1
2

ples de points symétriques par rapport & D. Le cas de
v =1 est fort connu; car U;=u’. Poury =3, et D coin-
cidant avec O z, on voit que, si’équation u =0 a ses n
racines réelles, I'équation 2u/3— 3uv/u’+ u?u”=o0 a

impair. Les autres zéros constituent (n —1)

cou-

n —1 racines réelles et n — 1 couples de racines imagi-
naires, ete.

Reprenons l'équation (7) en y supposant toujours v
impair, et tachons de limiter la racine réelle de U,,
comprise entre A, et A..y. On trouve aisément, par un
moyen connu,

Areg— A

1 1
r V<—)\—_'Tr— <(n—r);

d’ou, aprés avoir remplacé r par sa plus grande valeur
n—i,

(8) A rmTh gy, Deazhe
x+(n——1)° 1+(n—1)7
A plus forte raison
g — A Mt —
Ap—+ L’n_._' AN Ay — _’__‘_’;_. .

Donc, si ’on partage en n segments égaux Uinter-
valle compris entre deux racines consécutives de u, on
peut affirmer que U, ne s’annule pas dans les segments
extrémes. Du reste, siv>>1, on peut déduire des iné-
galités (8) des limitations plus approchées. Par exemple,
si Uon partage en n segments égaux l'intervalle com-
pris entre deux racines consécutives de u, la fonction U,
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ne peut s annuler que dans les n — 2s segments moyens,
dés que n cesse d’étre inférieur a s; (3 -+ \/45—3).
Ainsi, I'équation u = o, de degré n > 45, n’ayant que
des racines réelles et simples, si 'on partage en n seg-
ments égaux l'intervalle compris entre deux racines con-
sécutives quelconques, la racine réelle de U, (v im-
pair), qui se trouve dans l'intervalle considéré, est
nécessairement contenue par les n — 20 segments du
milieu. Cette limitation peut étre précisée davantage a
mesure que v croit. C'est ainsi que, dans le dernier
énoncé, on peut remplacer n — 20 par n — 44 dés que v
surpasse 43. Remarquons, pour finir, que, lorsque v
croit indéfiniment, les zéros de U,, situés dans les in-
tervalles compris entre les zéros successifs de u, ten-
dent vers les points milieux de ces intervalles.

EXEMPLES DE FONCTIONS A ESPACES LACGUNAIRES;

Par M. F. GOMES TEIXEIRA,
Professeur a I'Ecole Polytechnique de Porto.

Le but de cette Note est de donner quelques exemples
trés simples de fonctions a espaces lacunaires.

Considérons premiérement la fonction f(z) définie
par la série

1 1 I
F(z) — —— —a—1] ; ..
(%) z__a+(z a I)[(z—a)z_'—(z—-a)3+ ],
ot F (z) représente une fonction conlinue sur tout le
plan. Si le module de z— a est plus grand que l'unité,
nous avons

f(3)=F(3);
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si le module de z— a est plus petit que 'unité, nous
avons

f(a)=e.

Donc la série précédente représente une fonction con-
tinue sur tout le plan, admettant comme espace lacu-
naire le cercle dont le centre est le point d’affixe a et
dont le rayon est égal alunité.

De la méme maniére, la somme

S(3)=Us+ Ug+...+ U,

ou

U,,: F,l(,z)— —-l—

E 1 0 ,
+(s—a,—1) [(z_a”)z + Goap ]

et I, (z), I'2 (z), ... représentent des fonctions con-
tinues, est égale a

Fi(3)+Fy(5)= ...+ Fu(s)

si les modules de¢ z— a,, z—a,, ..., z— a, sont plus
grands que l'unité; et est égale a 'infini si quelqu’un
de ces modules est plus petit que l'unité. Donc
f(z) est une fonction continue sur tout le plan, admet-
tant comme espaces lacunaires les cercles dont les cen-
tres sont les points d’affixes @, a,, ..., anp, et dont les
rayons sont égaux a l'unité. En disposant convenable-
ment les centres des cercles, on peut former les espaces
lacunaires les plus variés.
Si n=o0 et si la série

U+ Ug+...+Up+...

est convergente, on obtient une fonction avec un nombre
infini d’espaces lacunaires.
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SUR LINTEGRALE [ =25,

Par M. BALITRAND,

Eléve de Mathématiques spéciales au lycée de Nimes.

M. Victor de Strékalof a donné (3° série, t. V, p. 533)
une méthode qui permet de trouver simplement et briéve-

ment l'intégrale f =

- Nous nous proposons, dans

z2y

cette petite Note, d’appliquer ce procédé a la recherche
’e ’ sy dz -

de 'intégrale plus générale e Nous adopterons

les notations de M. Victor de Strékalof et nous poserons
avec lui

On a

ds
TESSL :/(cos%o)" d(tango)

= tangg¢ cos??y —ftangcp d(cos?no).
Nous sommes donc ramené a la recherche de I'inté-

graleftan ¢ d(cos?” o). Calculons la diflérentielle de
cos g :
d(costng)=—an cos?"~1o sino dy

=-—13n cos2"~1¢ coso tang o do;
donc

/‘tanggs d(cos?o)=—on [tangi@ cos? o do,

«
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ce qui peut s’écrire
— 2nﬂ1 -+ tang?¢ —1)cos? ¢ dy
=—2nfcosﬁ("—”9 dp—+ 2 nfcos’"c? do.

On voit donc que 'on obtient I'égalité

fcos?"q d(tangg)

———L/\COS“”’”(‘D dt?

= tang¢ cos?? o +- 2n/cosﬂ('l—1?cp do— znfcosﬁ"c? do

ou bien
1
fcos’ncp dy = 57, langg costrg

2n—1
—+ ———— [ cosn=Vo do,
2n f ¢ ¥

Cette égalité raméne la recherche de Iintégrale

/cos-”odo a celle de I'intégrale fcos-“‘“”o do. Dans

€] )

@

I'égalité (1), donnons a ules \alvurs successives
n, n—1, n—o2, ..., 2, 1;

nous obtenons

1 2n—1
cos2?o do = — tangy cost o + ——— f cose-1g do
11 T an + . 3 I

. 2n
‘/cosztlf—i)o dy = S S— tang ¢ cos?n—Veo ——° 2% cos2n—2g d.
' ‘),( n— I) ¢ 2(n ) ¢ ae,
[cos""'”o de = L tang o cos2n—2 ¢ 4 2R cos2n—3)e deo
. ! 2(n —2) ' 2(n— ) 7Y

P T T IR ISP I S E S ety

fCOS2("‘P+1)? a’? — tang? cos2n—p+1) ¢

!
2(n—p+1)

2n—2p 41
Ta(n—p+1)

o/
COSZ\n—p)? d?,

BRI R I I R IR I IR I IR I P

I

-G

[

1
/00529 de = - tange cos?o +
+ . 2 ‘ +

L%
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De cette série d’égalités, on déduit facilement

fcos’”:p dy

= X 2 _t 2n—1 2(n—1)

= 5 tangg cos n?_*—z(n—x) o tang g costr=to
1 (oan—1)(2n—3) 2n—2)

3R—3) amaln—1 tango cos*n—2o 4. ..

I (an—n)(2n—3)...cn—2p+1) e pit
+2(n-—p) on.2(n—1)...2(n—p—+1) tang @ costumPTlG ...
1 (2n—1)(2n—3)...3.1
2 an.2(n—1I)...4.2
L L(an—n(2n—3)...3.1

2 2n.2(n—1)...4.2

4=

tang o cos?o
4 .

Ql’3+ const.

On trouve finalement, en remplagant cos?¢ et tang¢ par
leurs valeurs,

dsz
(l - zi)n+1
I 3

_ ) 1 on —1 3 N
Tan (1+z2)r " a2(n—1) an (- atp—i T
I (2n—r1)(2n—3)...(2n—2p—+1) 3 .
T a(n—p) an2(n—1)...2(n—p+1) (14 s2p—p+i

1 (2rn—1)(2n—3)...3.1 3
2 2nr.2(n—1)...4.2 1+ 32

1 (on—1)(2n —3)...3.1 arc tang s - const
2 2n.2(n—1)...4.2 ngs =+ const.

BIBLIOGRAPHIE.

Exercices ELEMENTAIRES DE GEOMETRIE ANALYTIQUE A
DEUX ET A TROIS DIMENSIONS avec un exposé des mé-
thodes de résolution, suivis des énoncés des pro-
blémes donnés pour les compositions d’admission aux
Ecoles Polytechnique, Normale et Centrale, et au
Concours général ; par M. 4. Rémond, ancien éléve
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de I’Ecole Polytechnique, licencié ¢és Sciences, pro-
fesseur de Mathématiques spéciales a I’Ecole prépa-
ratoire de Sainte-Barbe.
Premiere Pantie : Géométrie & deux dimensions.
1t vol. in-8° de vini-319 pages, avee figures dans le
texte. Paris, Gauthier-Villars, 1887. Prix : 8.

L’écueil ou viennent échouer nombre de candidats aux
examens qui portent sur les Mathématiques, c’est le probléme!
Un éléve studieux arrive toujours a se tirer de la question de
Cours. Il la comprend plus ou moins bien, et 'expose de méme,
mais enfin, s’il a travaillé, il ne risque pas de rester tout a fait
coi. Pour le probléme, c’est autre chose. Sil'éléve ne s’y est
pas exercé beaucoup et avec effort, s'il n’est pas en possession
d’une bonne méthode, il court le risque de se troubler lors-
u’il subit les épreuves d’entrée a nos Ecoles, et de ne pouvoir
méme indiquer le commencement de la marche 4 suivre. Une
bonne préparation doit donc accorder une place importante
aux exercices.

Pour répondre a ce besoin, M. Rémond vient de publier un
Livre qui, sclon nous, est appel¢ a rendre de grands services.
Disons-le tout de suite : ce Livre ne fait pas double emploi
avec la publication similaire de M. Keehler, que nous signalions
ici méme, il y a quelque temps (1). Les deux Ouvrages sont,
par essence, tout a fait différents. Celui de M. Keehler s’adresse
aux étudiants qui, soit pour préparer '’Agrégation ct faire du
professorat, soit pour se livrer a des recherches originales, ne
veulent point se confiner dans les limites assignées par les pro-
grammes officiels et s'assimilent la Science pour elle-méme.
Le Livre de M. Rémond a un autre but plus immédiat, la pré-
paration aux examens. Il compléte le Cours de Mathématiques
spéciales, et sert, pour ainsi dire, d'introduction au travail de
M. Keehler.

I’Auteur ne cherche pas a présenter des problémes plus ou
moins élégants, se prétant a des solutions plus ou moins ingé-
nieuses; il s’attache, avant tout, a former Pesprit de U’ éléve,
en développant les méthodes générales propres a le mener le
plus sarement au but.

(*) Nouv. Ann., 3¢ série, t. V, p. 53 : 1886.
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M. Rémond, qui a puisé la plupart de ses exemples dans les
compositions mémes d’entrée aux diverses Ecoles, passe en
revue les difficultés de tout genre qui se présentent aux éléves
dans les problémes, et il les résout par les moyens les plus
élémentaires, les plus naturels, sans jamais chercher a les
tourner par des artifices plus ou moins subtils.

11 proscrit ce que, dans le langage des clusses de Mathé-
matiques spéciales, on appelle les ficelles, ces petits tours de
passe-passe qui conduisent directement au résultat final, mais
qui s’appliquent seulement & un probléme déterminé. Certes,
on peut obtenir ainsi des solutions élégantes qui charment
Vesprit des personnes arrivées a un certain degré de culture
mathématique ; mais, nous le répétons, le commencant doit
avant tout s’initier aux méthodes générales.

Le Livre de M. Rémond est donc, a notre avis, écrit dans un
trés bon esprit, et il portera ses fruits. Il ne s’écarte pas du
domaine limité par les programmes officiels et ne fait pas appel
a d’autres théories que celles qui sont partout et couramment
enseignées, mais il en tire un excellent parti.

La ligne droite, le cercle et les coniques font tous les frais
de la premiére Partie de ces Exercices €lémentaires; mais
ce sont ces matiéres qui fournissent surtout le sujet des com-
positions d’entrée a nos grandes Ecoles.

L’Ouvrage est séparé en Chapitres qui répondent aux divi-
sions principales du Cours : Ligne droite, Cercle, Discussion
des coniques, Tangentes, Normales, Centre, Diamétres
conjugués, Axes et Sommets, Enveloppes, Péle et Polaire,
Foyers, Détermination des conigues.

Dans un premier Chapitre, l'auteur, sous le titre de Préli-
minaires, expose certaines généralités sur les lieux géomé-
triques et sur P'élimination qui font entrevoir la marche a
suivre pour la résolution des problémes de Géométrie ana-
Iytique et ressortir certaines régles applicables d'une maniére
générale.

En outre, chaque Chapitre est précédé d’un rappel succinct
de résultats, qui met sous les yeux du lecteur les formules ex-
traites du Cours et qui se rapportent a la matiére du Cha-
pitre.

La seconde Partie, qui paraitra prochainement, est consa-
crée a la Géométrie analytique a trois dimensions:; elle se
termine par un trés utile Appendice donnant les énoncés de

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. V1. (Janvier 188-.) 4
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toutes les questions proposées pour 'admission a I'Ecole Po-
lytechnique et a I'Ecole Normale depuis 1850, au Concours
général depuis la méme époque, et pour 'admission a I'Ecole
Centrale depuis 1866.

Que les jeunes gens qui se préparent aux examens des di-
verses écoles étudient ce Livre avec soin, la plume ou la
craie ¢ la main, qu’ils en méditent les excellents préceptes,
et nous leur garantissons le succés pour prix de leurs efforts.
Quant au Livre lui-méme, exécuté avec le soin que la maison
Gauthier-Villars apporte dans toutes ses publications, nous
lui garantissons une bonne et prompte renommée. Nous le
croyons vraiment appelé & devenir un Livre classique, et nous
ne serions pas étonné d’en voir annoncer prochainement une
seconde édition.

MAURICE D’OCAGNE.

LiE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE ET SES APPLICATIONS A
LA MECANIQUE CHIMIQUE ET A L'ETUDE DES PHENOMENES
tLECcTRIQUEs; par M. P. Dulem, ancien éléve de
PEcole Normale supérieure. Grand in-8° de x11-248
pages. Paris, A. Hermann; 1886. Prix : 10,

Les travaux de M. Massieu, de M. Gibbs et de M. Helmholtz
ont mis en évidence les fonctions qui peuvent jouer le réle de
potentiel thermodynamique. En outre, M. Gibbs, en faisant
usage des propriétés de ces fonctions dans I'étude de la disso-
ciation des composés gazeux, et M. Helmholtz, en appliquant
ces mémes propriétés a I'interprétation des phénoménes ther-
miques qui se manifestent dans la pile voltaique, ont montré
la fécondité du nouveau moyen de recherche dont ils venaient
d’enrichir la théorie mécanique de la chaleur. M. Duhem s’est
donc proposé de nous exposer la théorie du potentiel thermo-
dynamique et ses principales applications.

La premiére Partie de son Livre a pour objet de montrer
P’état actuel de cette théorie, Ony voit tout d’abord comment
les idées introduites en Thermodynamique par M. Clausius
conduisent presque immédiatement au théoréme sur lequel
repose I'emploi du potentiel thermodynamique. Avant d’exa-
miner I'usage que les physiciens qui ont découvert ce théoréme
en ont fait pour la démonstration de propositions nouvelles,
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I'auteur en expose I'application a quelques questions déja étu-
diées par d’autres méthodes; il choisit pour cela les propriétés
des courbes des tensions de vapeur, propriétés que M. Moutier
a établies par la considération des cycles non réversibles, et
I'étude de la vapeur émise par les dissolutions salines, étude
déja faite par M. Kirchhoff au moyen de I’énergie. Ces deux
applications de la méthode nouvelle a des questions déja réso-
lues nous montrent qu’elle ne le céde ni en simplicité ni en
généralité aux anciennes méthodes de la Théorie mécanique de
la chaleur.

L’auteur aborde alors I'exposé des applications qui ont été
faites de la théorie du potentiel thermodynamique, soit a I'é-
tude de la dissociation des composés gazeux par M. Gibbs, soit
al'étude de la pile voltaique par M. Helmholtz.

Dans les autres Parties de 'Ouvrage, 'auteur tente quelques
applications nouvelles de la théorie du potentiel thermodyna-
mique a la Mécanique chimique et aux phénoménes électriques.

BULLETIN SCIENTIFIQUE DE L’ENSEIGNEMENT SECONDAIRE
sPECIAL, a l'usage des éléves de 4°, 5° et 6° année, et
des candidats aux examens et concours de cet ensei-
gnement, rédigé par M. FErnest Lebon, professeur
agrégé au Lycée Charlemagne, avec la collaboration
d’une Société de professeurs. In-8°, mensuel. Paris,

Colin et Ci¢, 1886. Prix : 6™ par an.

Cette publication doit surtout s’occuper des parties élémen-
taires des Sciences mathématiques et physiques. Nous recom-
mandons le Bulletin scientifique, car nous pensons qu'il est
appelé a rendre de grands services aux éléves et aux personnes
qui préparent les grades de cet enseignement.

PUBLICATIONS RECENTES.

ANNUAIRE POUR L’AN 1887, puBLIE PAR LE BuRrEAU DEs
LonciTupEs ; contenant les Notices suivantes : La Pho-
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tographie astronomique a [observatoire de Paris
et la Carte du ciel, par 'amiral Mouchez. In-18 de
8go pages, avec figures dans le texte, deux nouvelles
Cartes magndétiques et trois planches hors texte, dont
deux en héliogravure. Paris, Gauthier-Villars; 1887.
Prix : 1", 50.

TrarTE DE STEREOTOMIE (CHARPENTE ET COUPE DES
viErkEs )3 texte et dessins; par M. Jules Pillet, pro-
fesscur a I'Ecole des Beaux-Arts. Grand in-4. Paris,
Delagrave; Leipzig, Le Soudier; 1887. Prix : 12,

A Sy~Nopsis OF ELEMENTARY RESULTS IN PURE MaTHE-
MATICS ; containing propositions, formule and methods
of Analysis, with abridged demonstrations. Supple-
mented by an Index to the papers of pure Mathematics
which are to be found in te principal Journals and
Transactions of learned Societies, both english and
foreign, of the present century; by G.-8. Carr, M. A.
Grand in-8, xxxvi-936 pages, avec 193 figures. Lon-
dres, F. Hodgson; 1886. Prix : 39", 45.

Tutorie pu POTENTIEL ET SES APPLICATIONS A L'ELEC-
TROSTATIQUE ET AU MAGNETISME ; par M. Emile Mathieu,
professeur a la IFaculté des Sciences de Nancy. 11¢ Par-
tie : Elccu'ostatiquc et Magnétisme. In-4° de vi-236 pa-
ges. Paris, Gauthier-Villars, 1886. Prix : 127

LA STATIQUE GRAPHIQUE ET SES APPLICATIONS AUX CON-
strucrions; par M. Maurice Lévy, Membre de I'In-
stitut. 2¢ édition, II* Partie : Flexion plane, lignes
d’influence, poutres, droites. Gr. in-8° de x1v-3435 pa-
ges, avec figures dans le texte et un Atlas de 6 planches.
Paris, Gauthier-Villars; 1886. Prix : 15",

L’ADDITION DE 10000 CHIFFRES PAR MINUTE. Deux mé-
thodes nouvelles d’addition a la portée de tout le
monde; par M. Michel Laporte. In-8°. Bordeaux, chez
Pauteur, rue Mouneyra, =135 1886. Prix : 0%, go.
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Couns DE PHYSIQUE A L’USAGE DES ELEVES DE LA CLASSE
pe MaTaiMATIQUES spiciALEs; par M. H. Pellat, maitre
de Conférences a la Faculté des Sciences de Paris.
T. II, 2° Partie; Optique géométrique. Paris, Paul Du-
pont; 1886. Prix . 8fr,

Trarre p'Ececrricire er pE Macnérisme; par J.
Clerk Maxwell. Traduit de I'anglais, sur la 2¢ édition,
par M. G. Séligmann-Lui, ingénieur des Télégraphes,
avee Notes et éclaircissements; par MM. Cornu, Potier
et Sarrau, professeurs a I'Ecole Polytechnique. T. II,
I fascicule. Paris. Gauthier-Villars; 1887. Prix de
I’Ouvrage complet : 25

L’AuRonE BOREALE. ETUDE GENKRALE DES PHENOMENES
PRODUITS PAR LES COURANTS ELECTRIQUES DE L’ ATMOSPHERE ;
par M. S. Lemstrom, professeur a I'Université d’Hel-
singfors. Grand in-8°, avec figures dans le texte et
14 planches, dont 5 en chromolithographie. Paris,
Gauthier-Villars ; 1886. Prix : 6,50

REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES CONIQUES ET QUA-

DRIQUES IMAGINAIRES; par M. Gaston Tarry. In-8°,
avec figures. Paris, Gauthier-Villars; 1886. Prix :
17, So0.
SUR QUELQUES SYSTEMES DE TIGES ARTICULEES, TRACE
MECANIQUE DE cEs LIGNEs; par M. J. Neuberg, profes-
seur a I'Université de Liége. In-8°, de 48 pages avec
37 figures. Liége, G. Bertrand ; 1886.

ETupE SUR LA METHODE SUIVIE PAR ArcHIMEDE pour
déterminer approximativement le rapport de la circon-
férence au diamétre, suivie d'un procédé élémentaire
pour résoudre la méme question; par M. L. Maleyx.
In-8° de 36 pages. Paris, Gauthier-Villars; 1886.
Prix ¢ 1f7,25.

Trarre p’ALciBrE, a I'usage des, candidats aux Ecoles
du Gouvernement; par M. H. Laurent, examinateur
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d’admission a 'Ecole Polytechnique. 4° édition, en har-
monie avec les nouveaux programmes, revue par M. J .- A.
Marchand. 11° Partie, 4 'usage des classes de Mathéma-
tiques spéciales. In-8°, de 252 pages. Paris, Gauthier-
Villars; 1887. Prix : 4.

GéOMéTRIE'APPLIQUi:I;:, rédigée conformément au pro-
gramme des Ecoles Normales primaires et du brevet su-
périeur; par M. E. Lebon, professeur au Lycée Charle-
magne. In-12 cartonné. Paris, Delalain; 1886. Prix :
3f, 50.

RivisTa b1 ArTiGLIERA E GENIO. T. IV, octobre. Rome,
Comité d’artillerie; 1886.

RENDICONTI DEL C1RCOLO MATEMATICO DI PAaLERMO. I 3.
Palermo, al Tesoriere del Circolo. Prezzo d’abbona-
mento per ogni Volume : Lire g.

TIRAGES A PART.

Extension al’hyperespace de laméthode de M. Carl
Neumann pour la résolution de problémes relatifs aux
Sfonctions de variables réelles qui vérifient I'équation
différentielle AF = o. Thése présentée a la Faculté des
Sciences de Paris; par M. C. Riquier. Paris, A. Her-
mann ; 1886.

Sur la distribution de Uélectricité a la surface des
conducteurs fermés et des conducteurs ouverts. Thése
présentée a la Faculté des Sciences de Paris; par M. G.
Rosin. Paris, Gauthier-Villars; 1886.

Sur une transformation géométrique genérale dont
un cas particulier est applicable i la Cinématique; par
M. Ep. Dewurr. Extrait des Annales de I’ Ecole Nor-
male supérieure, t. 111, 3¢ série; 1886.

Ecoulement varié des gaz; par M. Haron pE LA
GouriLLikre. Extrait des Comptes rendus des séances
de I’ Académie des Sciences, 1. ClIL; 1886.
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Sur 'étude des événements arithmétiques; par M. E.
Crsaro. Extrait des Meémoires couronnés et des Mé-
moires des Savants étrangers de I’ Académie de Bel-
gique, t. XLVII; 1886.

Intorno a taluni gruppi di operazioni. Nota di E.
Cesaro. Extrait des Rendiconti della R. .4ccademia
dei Lincer; 1886.

Fonctions énumératrices. Note de M. E. Cgsaro.
Extrait des .4nnali di Matematica pura ed applicata,
serie 117, t. XIVe: 31886.

Source d’identités; Remarques sur une formule de
Newton ; et Théoréeme d’ Algébre; par M. E. Cesaro.
Extraits de Mathesis, t. V1; 1886.

Sur les sous-invariants des formes binaires; Sur
certaines suites de fractions irréductibles; Sur une
suitede polygones, tels que chacun d’eux soit formé en
joignant les milieux des cotés du précédent; Sur les
courbes isométrigues,; par M. M. p'Ocacne. Extrait des
Annales de la Société scientifique de Bruxelles; 1885
et 1886.

Sur un probléme de limite; Transformation des
propriétés barycentrigues au moyen de la méthode des
polaires réciproques; par M. M. p’Ocaecne. Extraits de
Mathesis, t. VI, 1886.

Monographie de la symédiane; Sur une quartique
unicursale; par M. M. p’Ocacne. Extraits du Journal
de Mathématiques élémentaires et spéciales; 1886.

Sur certaines déterminations de limites, moyennes
limites de deux nombres; Etudede Géomeétrie segmen-
taire; par M. M. p'Ocacne. Extraits du Jornal de
Sciencias mathematicas e astronomicas; 1886.

Sur une suite récurrente; par M. M. p’Ocacne.
Fxtrait du Bulletin de la Société mathématique de
I'rance, v. X1V, 1886.
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Compte rendu du Cours d’Algébre supérieure de
J.-A. Serret; par M. M. p'Ocacne. Extrait de la Revue
des questions scientifiques; 1886.

Etude géométrique sur Uellipse, applications au
tracé des joints dans les voutes elliptiques; par M. M.
p’Ocacne. Paris, Baudoin; 1886.

Teoremi geometrici. Nota di G. Pironpint. Parma,
L. Battei; 1886,

Intégration de certaines suites récurrentes; par M. G.
pE Loxccuamrs. Extrait du Bulletin de I’ Association
francaise pour I'avancement des Sciences; 1885.

Notice sur Savin Realis. Extrait des Comptes rendus
de l’ Académie des Sciences de Turin; 1886.

Quelquesthéorémes d’énumeération géometrique ; par
M. S. Riani. Extrait du Bulletin de I’ Association fran-
caise pour l'avancement des Sciences; 1885.

Delle sollecitazioni dinamiche nei sistemi elastici
articolati. Nota del prof. UparLrico Masont. Extrait des
Atti del R. Istituto d'incoraggiamento ; 1886.

Propriétés générales des cercles de Tiicker; par
M. E. Vicartt. Extrait du Journal de Mathématiques
¢lémentaires; 1886.

Sur la tension superficielle dans la théorie de la
capillarité ; parle P. J. DeLsavix. Extrait des Annales
de la Société scientifique de Bruxelles; 1886.

Lettre a M. Ch. Brisse; par M. Cataran. Extrait de
Mathesis; 1886.

Ueber einige Anwendungen der Modulsysteme auf
elementire algebraische I'ragen ; Ein Satz iiber Dis-
criminanten-Formen; von L. Kroxecker. Extraits da
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,

t. 99 et 100.
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NOTE SUR LA COURBURE DES LIGNES GEODESIQUES
D'UNE SURFACE DE REVOLUTION:

Par M. H. RESAL.

1. La formule que je vais établir est peut-étre con-
nue, mais je n’en ai trouvé de trace nulle part.
Soient

Oy I’axe de révolution;

m intersection d'unc ligne géodésique donnée avec une
courbe méridienne; :

R'=mN la portion d¢ la normale a cette courbe li-
mitée a Oy ;

R le rayon de courbure de la méme courbe, considéré
comme positif ou négatif selon qu’il aura ou non le
méme sens que mN;

2 l'inclinaison en m de la ligne géodésique sur la mé-
ridienne;

Ox un axe coordonné compris dans le plan yNm,
perpendiculaire & Oy, la position de Iorigine O
restant indéterminde

o le rayon de courbure en m de la ligne géodésique, et
dont le signe déterminera le sens.

On a d’abord

cos2a N sin2a 0
() R R p

Je considérerai la ligne géodésique comme étant dé-
crite par un point matériel soustrait a I'action de toute
force extérieure, assujetti arester sur la surface. D’aprés
I'équation des forces vives, la vitesse v du mobile est

Ann. de Matheémat., 3¢ série, t. VI (Février 1887). )
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constante ct le principe des aires donne
vsinz x = const.,

ou, en désignant par x,, «, les valeurs de x, 2 qui se
rapportent a4 un point déterminé de la ligne géodé-
sique,

(2) zsina = xy sinay = K.

En éliminant « entre les équations (1) et (2), on
trouve pour la formule cherchée

x? 1 1 x?

z I Y\ ge &,

3 R +<1{' u)K o
On tirera de cette formule des conséquences plus

‘ou moins intéressantes lorsque la courbe méridienne
sera une cycloide, une chainette, ou scra telle que

—I‘ —I‘— onst
R T ot

Mais je ne m’arréterai qu'a application suivante.
2. Surfaces de révolution du second degré. — Soit
Az?2+ Byr=1

i) , . ’ r . .
équation de la courbe génératrice : on a

d Ax ? A A
=By @ = T Ae By = —
on déduit de 1a
dry
e 1} _ W" _ AB
T 5 == 5
<l+ E): (A2z?+ B2y?)?
dx?
dy
T dz _ A
R S

1 i’
/ 2 (A2 24,22
,‘(l_! d_y2> (A2xr?+ B2y?)
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L I 1 ,
1° Ellipsoide. — On poscra A = el B= R ct’on

aura
1 a bt
() LA L —
(b*z?2 + a*y?)?
7 T b2
(-l ) W = E—
(a2 4 avy?)?
d’ou
1 I b2(brx2+ aty?— atb?)
R R )

3
(bbx2+ aby2)?

ou, en éliminanty? au numérateur au moyen de I'équa-
tion de Pellipse,

1 I bHb:—a)r2 1 (b2—a?)x?

R R (brarraty?) at R
La formule (3) devient alors

(5) ! [1+‘“<_”2—_‘19J=

R a*

O -

11 suit de la que le rapport du rayon de courbure en
un point de la ligne géodésique au rayon de courbure
de Uellipse meéridienne menée par ce point est con-
stant. Ce théoréme, qui parait étre di & Gudermann
(Journal de Crelle, t. 17), s'étend, comme on va le
voir, aux autres surfaces de révolution du second degré.

2" Paraboloide. — Silon pose ‘}I; =p, puisque 1'on
suppose @ = 0, la formule (5) donne, pour le parabo-

loide,
(6) & <1 + %) -

3° II)”perboloi'de a une nappe. — On devra prendre

0.

= ;:—z, BZ—T}Z' Les équations (4) et (4') s’appli-
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quent ici; mais il faudra changer le signe du second
membre de la premiére; on trouve ainsi

1 I b2 ’
-R-, —_ —R- = —— 3 (b‘.’.l"—F a‘y2—|— a‘lﬂ)
(b*2? + avy?)?
b 1 (a2+ b2)r2?
= ————3(a2+b2)$2;~ Z&_—}T——_“
(b 22 + aby?)?
ctla formule (3) devient
_ I K2(a2+62)] 1
() e S
4" Hyperboloides & deux nappes. — Les formules

(4) et (4') ne changent pas et 'on a

1 T Db+ aty? — akb?)

R’ R

3
(b 22+ aty?)?

b a2 02) (a4 b)x?
T (brxraatyz) T T T avR
ct enfin la formule (3) donne
, 1 K2(a2+02)] 1
® i R

nm
* INDEFINIMENT;
Pan M. Cn. BIEHLER.

SUR 1A LIMITE DE (. + 1) QUAND » AUGMENTE

1. Nous supposerons dans ce qui suit que m cst entier
et positif et nous considérerons d’abord le cas ou x est



(61)

réel et positil. Tant que m est fini, on peut éerire
x m @ 1 x
[+ —) =14+ +({1——)— .
m I m/ 1.2
I 2 a3
+(1——)(1——= L
m m/) 1.2.3
. [ 2 m—i\ zxm
+ 1—-—) — 2 (1= =
m m m ) m!

On sait que, si a, b, ¢, ..., [ sont des nombres positifs
moindres que I'unité, on a les inégalités

1>(1—a)1—0)...i—DH>1—(a+b+...+ 1),

. T [ | 2
et, en appllquanl. ce théoréme aux quanliies —s —» - -+
m m

on aura, pour toute valeur de p inférieure a m,

l>(|_l><1_2>...(1_])_—-1.>>'._!_)_£_&-—_‘2
m m m 22m

ct, par suite,

p! a2m(p—2)!

On peut donc former le tableau suivant :

xr? 1\ 22 2% x?
PTG

x3 1 2\ 23 x3 z2 x
ﬁ>(‘—a>('—a>eﬁ>ﬂ—2—m;’

— — T3 T T
2! 2! am
e ety

am > 1 L m—1 xm > axm z? am -2
R I _— RS —_— T —— ——— ———— e
m! m m Jm! 7 m! am (m—2)!

En ajoutant membre a membre ces inégalités, aprés

. . P o x
avoir ajouté a tous les membres la quantité 1 + —»cten

yosant, pour abréger
I s P b

x xr2 xm
cm(‘l‘)—_-l—i—; -+ n-i—.-.—k el
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il viendra
. T \™m N x®
e X 1+ — > e L)— — €;—2(T),
m( )>( ,n) - m( ) am m 2( )v
la fonction e,,(x) a pour limite, quand m croit indéfi-
niment, la série convergente

x xr2 axm

Toi = o e
1 1.2 m:

(jue nous désignerons par e(x).
Les inégalités précédentes nous montrent quc

@ m
(, + =
m
est compris entre deux quantités

x?
L’,,,(.Z‘) ct em(‘r)—‘;—];em—‘l(‘r)a

(qui ont toutes deux pour limite e(x) quand m augmente
indéliniment ; par suite,

x\m
m

a aussi pour limite e(x).
2. Supposons maintenant que x soit unce quantité
(luclconque négative ou imaginaire ; nous allons démon-
x m . .
trer que (u —+ —) a_encore pour limite e(x).
”m

A cet cllet, formons la différence

m
en(x) "(l"*' —Z‘> .

\ m

Nous allons montrer que le module de cette différence
peutdevenir plus petit que toute quantité donnée quandm
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croit indéfiniment. On a évidemment
x m
cm('”)"("*" ;’i)
I x? 1 2 x3
=li—(1—= )| =—+|1—(1— = ){(1— =) ]| +...
m/)|1.2 m m 3!
I 2 m—1\]azm
(a2
m m nm m.

si 'ondésigne parr le module de x, le module du second
membre étant inférieur a la somme des modules de ses

termes, on a

() () s
=G (=2) - (=) o5

ou bien

mod Lg,,,(z)-—(l-;- %)”’] <em(r)— <1+ n_,’t)m

Or nous avons démontré que, pour toute valeur de r
positive,

2

r m 7
em(r)> (l -+ ”rr-z> >em(r)— o em—2(r);
si I’on retranche les trois membres de cette double iné-
galité de la méme quantité e, (r), il viendra

re

;; 3llz—i(r)~

0<e,,,(l‘)——(l+ ":‘;>m<

. , m . )

La différence en,(r)— (l ~+ %) est donc comprise
entre zéro et une quantité qui a pour limite zéro; par
. x \m .

suite, le module de e, (x)— (x —+ 7,—1) peut devenir

plus petit que toute quantité donnée quand m augmente
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indéfiniment. On en conclut que

Nom
lim [e,,l(z)-— (l -+ i) ] =o,

m

par suite

. x "\
lnn(l+ ——) =e(x);
N m
la proposition est donc démontrée pour toute valeur
réelle onimaginaire de la variable x.

3. Nous allons établir maintenant que, si a ¢t o' sont

des quantités réelles ou imaginaires, on a

. 2 Al \m . o \m
lim{i+ = + =) =lim({1+ — pourm = w ,
m = m m

\
m . . . ’
pourvu que le rapport -, ait pour limite zéro, quand m

augmente indéfiniment.
En effet, on a identiquement

2% 2\ m 2\ M
1+ — 4+ — — {1+ —
. m m' ) m/

2 o ol N\ m=1
= — I — -+ —
m m m
o o\ m—2 % o\ -1
=\ — 4+ — {4+ — ﬁ—...—l—(l»%—— ’
m m n \ m i
Y
d’ou

%€ o\ / 2\ m
mod (l+-+—-, —(l+—
\ m m \ m
o o ol \ m—1
<mod— |mod(1+ — + —
m m m

o o\ m—2 o
+mod<1-+——+——,) <l+— +...
M m m m

a\ m—1
-+ mod <1—|— -—) ]
m

Nous allons démontrer que le module de la difiérence

/ 2 o' \m g\ m
l—t——ﬁ—-—,) — {1+ —
m m', \ m/

tend vers zéro quand m augmente indéfiniment.
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Soient 7 le module de o; 77/ celui de o, on aura

mod(l

%
mod(l—l— — —+
m

par suite,

o \m a \ ™
mod[<1+—+ -—~(1+ —
rn m
s

»
><|+—,
m

3= :],.,

r
><i+— —

m m

o o' \m a \m
mod[<l+—+———,> —<I+-—
m m m

r r 7 m—1
-— m{i1+ — -+ — .
<m'>< ( m m>

ot . Moo, - Limi Aro : ;
Mais, par hypothése, - a pout limite zéro; on a donc

v' o W

+ _7; o -7
I -+ <1+
m m m

r 7\ m-t r = r\m-t
4 — 4 — < (14
m n m

et, par suite aussi,

d’ou

7\ m—1 r—4r\m
I—I————.—-— <(l+
m' \ m
et
r \ m—1
<1+—+ ) Le(r—+r).
Y m
On a donc
a o\ m a\m m ,
m0d[< +;i+m <1+E> ]<;l—,r'><e(r+r);

or —, par hypothése, a pour limite zéro; e(r =+ 17) est
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unc quantité finic : par suite, le module de la différence

+ 2 N o\ m - o\ m
1 = - —_ —_—
m m m )

peut devenir plus petit que toute quantité donnée; il

N . a o \m o\ .
sensult que (l -+ = + —,) et 4+ — ont meme
m m . m
limite.
Il en serait de méme si o était une fonction de m dont
le module tendit vers une limite finie quand m croit
indéfiniment.

4. Le théoréme précédent nous permet de démontrer
une propriété importante de la fonction e () pour toute
valeur réelle ou imaginaire de la variable.

On a, quels que soient x et y,

c(z)<e(y)=e(z+y)
En cffet, e () pour toute valeur réelle ou imaginaire de

. . x m . , .
2 est la limite de (I -+ —n7> quand m croitindéfiniment :
. x m
e(x):hm(l—o——) s
m

e(y)= lim(: —+ %L)m;
par suite

T f m l n

e(z)x e(y)_l|m<l+m> <1+ m)

ou . .
T r+y Zy\"
e(z)xe(y)_,llm(x+ — T m2) 5

mais, d’aprés ce que I'on a démontré, on a

. T -+ xy \"m . X + m
lim(1+ 222 2 :lnm(H—»«—‘y
m m? \ m

ou

. x -V xry\m .
lm {1+ — - —l) =c(z+¥)
m m2)/ . v
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par suite
e(z)xe(y)=e(z+y),

ce qui est la propriété fondamentale de la fonction e (x)
étendue a des valeurs quelconques de la variable.

SUR L’ELIMINATION PAR LA METHODE D'EULER:
Par M. Cu. BIEHLER.

1. On sait que, si I'(x, y) et G(x, y) sont deux po-
lynomes homogénes en x et y, de degrés respectifs m et
p, st A(x, y) est le plus grand commun diviseur de ces
deux polyndémes, A(x,y) est de la forme

Mz, y)=UG(z, )+ VF(z, y),

U et V étant des polyndémes entiers et homogénes en x
et y.

On le voit immédiatement en observant que les restes
successifs obtenus dans les opérations qui conduisent
au plus grand commun diviseur A sont tous de cette
forme.

Cela posé, on démontre aisément que, si F(x,y) di-
vise un produit de deux polynoémes G (x, y) >< H(x,y)
ct s'il est premier avec G(x, y), il divise H(x, y); les
polynémes I, G et H sont homogénes.

En effet, les deux polynomes F(x, y) et G(x,y)
¢tant premiers entre eux, on pourra trouver deux poly-
némes U et V, tels que

UG(r, y)+VF(x, y) =1,
par suite, .

UG(x, y) < H(z. )+ VF(r, y)< H(x, y)=H(z,y).
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F(x, y) divise, par hypotheése, le produit
G(z, y)><H(x, y);

il divise donc les deux parties du premier membre ct
par suite il divise H(x, y).

Cette proposition va nous permettre de démontrer le
théoréme d’Euler, 4 savoir :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux
polynomes F(x, y), G(x, y) homogénes aient un di-
viseur commun en x et y, c'est qu'il existe deux poly-
ndémes U et V de degrés respectivement moindres que I°
et G, tels que Pon ait identiquement

UG(z, y)+ VF(x, y)=o0.

La condition est nécessaire; car, si I'(x, y) et G(x, %)
ont un diviseur commun 0, on aura

F(.Z‘, .7) = eFt(xy .},)a
) G(z, ) = 0Gy(z, ¥)
ct, par suite,
Fi(z, ) G(=, ) — Gi(z, y) F(z, y) = o,

ce qui fait voir que la condition est nécessaire.
Elle est suffisante ; car, si clle est remplie, on aura

UG(z, y)=—VF(z, y).

Si F(x,y) et G(x,») étaient premicrs entre eux,
I'(x, ) divisant le produit UG (a,y) et étant premier
avec G(x,y) devrait diviser U qui est de degré infé-
rieur a I'; les polynémes F(x, ) et G(x, y) ne pou-
vant &tre premiers entre eux admettent un plus grand
commun diviseur de degré supérieur a zéro.

On peut montrer de plus que, si Uet V sont rcspu-
tivement de degrés m—> et p—>, les fonctions
F(x,y), G(x,)) admettent un plus grand commun di-
viseur qui est de degré ) au moins.
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Supposons, en effet, que le facteur commun a FF(x, y)
et 4 G(x, y) soit de degré X plus petit que ).

F(w’y):"eFi(-Tv.}/)’
G(z, )= 0Gi(z, y).

F,(x, y) sera de degré m — V5 G,(x,y), de degré

p — N, et on aura
U Gi((lf, ‘}’)—‘.—V' Fi(.’l,', y) =0,

Uet V étant de degrés respectivement inféricurs a F,
et 4 Gy, les polyndomes IFy et G, ne sauraient étre pre-
miers cntre eux ; il existe done un facteur commun a
F(x, y) et aG(x, y) de degré au moins égal a A

2. Nous allons étudier maintenant quelques pro-
priétés des polynomes U ct V qui nous seront utiles dans
la suite.

I. Si les polyndmes F(x, y), G(x,y) n’admettent
pour plus grand commun diviseur qu’une fonction du
premier degré Bx —oay, les polyn()mes UetV,qu
fournissent Uidentité d’ Euler, sont premiers entre eux,
U et V étant de degrés m — 1, p—1.

En cffet, si U et V admettaient un facteur commun 0,
on aurait
U=0U,,
V=0V,
ct, par suite, I'identité
UG(z,y)+VFE(z,y)=0,
devenant
U;G(.T, ‘}’)—1— V‘F(Z‘, }/) =0,
nous montre que F(x, y) et G{x,1) admettent un
plus grand commun diviseur de degré supéricur au
premier, cc qui est contraire a 'hypothése faite sur I°
et G.
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1. Siles deux polynomes I'(x, y), G(x,y) n’ad-
mettent pour plus grand commaun diviseur qu’une fonc-
tion du premier degréde la forme Bx — oy, il n’existe
qu’un seul systéme de polynomes U et V satisfaisant &
Uidentité d’ Euler, U et V étant, comme précédemment,
de degrésm — 1 et p —1.

Supposons, en effet, qu'il existe deux systémes U et V,
U, et V, donnant les identités

UG(»"‘:}’)-’-VF(%}’) =0,
. U;G(x, )+ ViF(x, ) =0;
on en tirera
(UVi —VUy) G(z, ) =0
ou
UV, — VU, = o.

Les polynomes U et 'V, d’apreés le théoréme précédent,
sont premiers entre cux; par suite, U doit diviser U, et
I'on a

U=2Uy;
d’ou

V=1V,
% étant une constante : le systeme (U,,V,) est done
identique au systéeme (U, V).

III. §8°il existe plus d un systéme de polynimes U et
V de degrés m — 1 et p— 1 satisfaisant o Uidentité
d’Euler, les polynomes Y'(x,y), G(x,y) admettent
un plus grand commun diviseur de degré supérieur
aun.

Cela résulte immédiatement du théoréme précédent,
car U et V ne sauraient dans ce cas étre premiers entre
cux, a cause de I'égalité

UV, — VU, = o,

qui nous ferait voir que les deux systémes (U, V),
(Uy, Vi) ventrent dans un scul. U et V admettant un
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plus grand commun diviscur ©, qui cst au moins du
premier degré, on a

U=0U,,
V=20V,
ct I'identité
U:G(z, )+ VoF(z, ) =0
nous montre que I'(x,y) et G(x, y) admettent un
plus grand commun diviseur de degré supérieur a un.

IV. S’il n’existe qu'un seul systéme de polynémes
U et V de degrés respectifs m— 1 et p— 1, quidonnent
Uidentité d’Euler, les polynémes ¥ (x,y), G(x,y)

n’admettent qu’un facteur linéaire commun.

Cetle proposition est une conséquence immédiate
des précédentes ; car, si les polynomes I'(x, ), G(x, y)
admettaient un plus grand commun diviseur de degré A,
) étant plus grand que un, on aurait

F(z,y)=0F (=, ¥)
G(z,y)=0Gu(=, ),
et, par suite,

Fi(z, y) G(z, y) — Gi(z, y) F(z, y) = o.

En multipliant les deux membres par un polynome
arbitraire ® de degré h — 1, on obtiendrait une infinité
de fonctions de degrés m — 1 ¢t p— 1, & savoir

P F(z,y) et ®Gi(x,y),

qui satisferaient a l'identité d’Euler, ce qui est contraire

a I'hypotheése.

3. Cherchons maintenant en fonction des coefficients
de F(x,y) et de G(x,y) la condition nécessaire et
suffisante pour que les polyndmes F(x, y) et G(x, y)
aient un facteur commun.
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11 fandra, d’aprés ce qui précéde, qu’en posant

U = agaxm—1 4+ 111""—2}’+ e =+ 1”1_1}/m—1 ,
V = BoxP—1 4 ByzP—2y -+ ... + Bp_yyP1,

on ait identiquement, pour des valeurs convenables des
coeflicients « et 3,
UG(z, )+ VF(z, ) =o.
Si
F(2, 7) = A2 — Ayzmy 4 ... 4+ Apy™,
G(x, y)=Byxr + Bizr-ly + ... +Byyr; .

en égalant i zéro les coefficients de x+p=1, xm¥p=2y ..
y™*P=1, on aura les équations

By + Ao Bo =0,
By -+ Boxy + ...+ A B+ A By =o,
..... e e e e,

Bpam—y +AumBp-1=o.

Ces équations, au nombre de m 4+ p, sont linéaires
‘¢t homogénes par rapport aux m -+ p inconnucs
oy Ly covy Lty 1607 ﬁn cees (3;:_4-

Elles doivent admettre pour ces quantités des valears
qui ne sont pas toutes nulles; il faut par suite que le
déterminant d’ordre m + p de leurs coeflicients soit égal
a zéro. Soit A ce déterminant,

By, o o ... o Ay o ... O
- B, By, o ... . Ay Ay ... o
l o .. . .. B, o .. ... A,,,

A = o est la condition nécessaire pour que les deux
fonctions I'(x, y), G(x,x) aient un facteur commun
au moins du premier degré.

Je vais démontrer que cette condition est dans tous
les cas suflisante,
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Supposons que A =o0 et que 'un des déterminants
d’ordre m+ p — 1, mineur de A, ne soit pas nul. On
pourra donner a l'une des inconnues oo, oy +.0y Tm_is
Boy B1s-++y Bp_yune valeur arbitraire et choisir m 4+ p — 1
des équations, de telle sorte que le déterminant des in-
connues qui y figurent ne soit pas nul ; ce sera le mi-
neur que nous avons supposé différent de zéro; les
équations déterminent pour les m -+ p — 1 inconnues
qui y ligurent des valeurs de la forme

— [CP—
%o = Ao %, Po = (o %,

a = Mo, B1=m2,

Y R R )

@m—1 = An—y <, gp-l = Hp-1%,

ou o désigne la valeur de l'inconnue choisie arbitraire-
ment €t Aoy Ay ooy Amiy oy [hiy ooy thp_s des quantités
parfaitement déterminées qqui ne sont pas toutes nulles,
I'une d’elles étant égale a 'unité.

Les fonctions U et ¥V sont donc

U= d()\ol‘”“‘l -+ )\113,11—1}/ + .. )\m—l.}/"'-t)»

V = a(o@P~! -+ pq@P-1y + ... 4,y yP-1);

abstraction faite du facteur «, elles donnent le systéme
unique de fonctions de degrés m — 1 et p — 1 satisfaisant
a I'identité

UG(z, y)+ VF(x,y)=o.

La solution précédente étant la plus générale pour les
qUANLILEs 29, %y, -eny Lm_1y BorBiyeees Brmiyil s’ensuit (ue,
siun mineur d’ordre m —+ p — 1 de A est différent de zéro,
il n’existe qu'un seul systéme de polynomes d’ordre
m— 1 et p— 1 donnantl'identité d’Euler, ct, par suite,
d’apres les théorémes précédents, les deux fonctions .
F(x,y) et G(x,y) admettent pour plus grand com-
mun diviseur une fonction du premier degré seulement.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. VI (Février 1887). 6
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Ce qui précéde montre évidemment que les fonctions
U etV sont eflectivement de degrés m — 1 et p — 1 5 car
ho €t o ne sauraient étre nuls, les polynoémes U et V
s’abaisseraient aux degrés m — 2 et p — 2 au moins, et,
en les multipliant par un polynome arbitraire du pre-
mier degré, on obtiendrait une infinité de fonctions Uet
V de degrés m — 1 et p— 1 qui satisferaient a I'identité
d’Euler, ce qui n’est pas possible d’aprés ce qui pré-
cede.

On voit donc que, st A= o et si un mineur d’ordre
m-+p— 1 deAest dfﬂél'ent de zéro, les deux fonctions
F(x, y) et G(x,y) admettent pour plus grand com-
mun diviseur une fonction qui n’est que du premier
degré.

Si tous les déterminants d’ordre m + p — 1, mineurs
de A, sont nuls, et si un déterminant d’ordre m +-p — 2,
mineur de A, n’est pas nul, la solution la plus générale
du systéme des équations en g, oy, ..., 3o, 31 ... est de
la forme

i [ — [
a9 = hox+ Ny, Bo= pox~+ mya,
ay = hya -+ Ao, 1= o o,

e s e e,

N o _ ' '
App—1 = )\m—il + A1 2 ripwl = Mp—1% T Hp—1 %,

ou z et o sontdes arbitraires, hoy ..oy gy eeny oy oeey Phoy o
des quantités parfaitement déterminées, qui ne sont
pas toutes nulles. )

Dans ce cas, les fonctions U et V prennent la forme

U=aU, +aU),
V=aV + 2V,
U,, U, V,, V| étant des polyndmes bien déterminés.
Il existe, dans ce cas, une infinité de fonctions Uet V
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qui donnent I'identité d’Euler; par suite, d’aprés ce qui
précéde, F(x,y) et G(x, y) ont un plus grand com-
mun diviseur, qui est au moins du deuxiéme degré.

On voit que U et V sont en nombre infini; car U, et
V, ne peuvent pas étre identiquement nuls 4 la fois,
pas plus que U, et V|, puisque, dans I’expression de
gy Oyyeeny Poy Buy-o.y un coefficient de « est égal a 'unité,
ainsi qu'un coefficient de o’.

On voit donc que, si A=o et st tous les mineurs
d’ordre m + p — 1 de A sont nuls, les fonctionsI'(x,y),
G(z, y) admettent un facteur commun qui est au
moins du second degré.

Il en serait de méme si I'ordre du premier des mi-
neurs qui ne s’anunule pas s’abaissait au-dessous de
Vordre m + p — 2.

SUR LE THEOREME DE HOL.LE;
Par M. Cu. BIEHLER.

1. On sail que, si toutes les racines del'équation dé-
rivée d’une équation a]gébr.ique et entiére donndée sont
réelles et inégales ; de plus, si, rangées par ordre de gran-
deur et substituées dans la proposée, elles donnent des
résultats de substitution alternativement de signes con-
traires, toutes les racines de la proposée sont réelles.

Ce théoréme est une conséquence immédiate du sui-
vant :

Si les deux plus petites racines réelles de I’équation

dérivée, ou les deux plus grandes, substituées dans le
> / § »

premier membre de l’équation proposée, donnent des
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résultats de substitution de signes contraires, il y a,
dans le premier cas, une racine de la proposée entre
— w et la plus petite racine de l'équation dérivée, et,
dans le deuxiéme cas, il y a une racine de la proposée
entre la plus grande racine de [’équation derivée
et -~ oo.

Rappelons en deux mots la démonstration de ce théo-
réme.

Si f(x)=o est 'équation proposée, f'(x)=o0 I'é-
quation dérivée, a et & les deux plus petites racines de
I'équation dérivée, on a, par hypothése, f(a) f(€)<< 0}
il y a donc une racine a de la propoéée entre o et 6, et
I’on a pour une valeur de ¢ suffisamment petite

Sla—¢)
j ((l—a)

J(—==»)

o JSi=)

Or f'(a—c¢) et f'(— ) sont de signes contraires;

par suite, f(a—c¢) et f(— o) sont aussi de signes con-

traires; il y a donc une racine de f(x)=o entre a et

—oc; elle ne peut étre entre a et « : elle est donc entre
—weta.

<o
et

< o.

La démonstration serait la méme pour les deux plus
grandes racines de I’équation dérivée.

2. Proposons-nous d’étendre le théoréme au cas ou
lequanon deuvee n’aurait pas toutes ses racines iné-
gales. o ’

Nous devons tout d’abord écarter le cas ou 1'équation
dérivée aurait des racines mu]tiples que n’admet pas
la proposée; car, s’il en éiait ainsi, la proposee aurait
nécessairement des racines imaginaires.
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Supposons donc que l'équation dérivée ait toutes ses
racines réelles et que ses racines multiples satisfassent
toutes a la proposée.

Soienta, b, . .., g lesracines de la dérivée qui appar-
tiennent a la proposée; «, B, ...,y leur degré de mul-
tiplicité dans la dérivée; soient o', &', ..., I'les racines
de I’équation dérivée non communes avec la proposée,
supposécs toutes simple’s et rangées par ordre de gran-
deur croissante. Nous allons démontrer la proposition
suivante :

Si tous les groupes (a,b'), (&'y¢'), v, (K, 1), tels
que les deux racines d’un méme groupe ne compren-
nent entre elles aucune des racines a,b, ..., g, don-
nent, guand on les substitue dans le premier membre
de la proposée, des résultats de substitution alternati-
vement de signes contraires, toutes les racines de la pro-
posée sont réelles.

Eu effet, soit n le nombre des racines a, b, ..., g3
‘m le nombre des racines &', 8/, .. ., ['.

I. Supposons d’abord a, b, ..., g toutes comprises
entre @’ et /': le nombre de groupes de racines que I'ona
a substituer d’aprés I'énoncé est (m — 1)—n; il y a par
hypothése m — 1 —n changements de sigﬁes et par suite
m—n —1 racines réelles de f(x)=o0 qui sont diffé-
rentes des racines multiples de cette derniére

Il y en a une entre — o et @’ et une autre entre 1 ct
+ 03 car, si @ n’est pas compris entre a’ et ¥, le
théoréme précédent s’applique sans modification, et,si a
est compris entre &’ et &, on a toujours, quel que soit le
degré de multiplicité de a, :

fla—2)
Fla=%)

S (==)

ST e

<o,



(78)
par suite, f(a—c¢) et f(— o) sont de signes contraires ;
la nouvelle racine de f(x)=o0 est comprise entre — oo
et a'; il en est de méme pour /.
L’équation f(x)=o0 a donc m—n-1 racines
réelles distinctes; elle a aussi

(2+1)+(B+1D)+...(y+1)=2+8+...4v+n

racines réclles multiples d’ordre de multiplicité « + 1,
6+1,...,7+1;elle adoncen tout

%6+ M

racines réelles; ce nombre représente précisément le
degré de I'équation f(x)= o, par suite, toutes les racines
de la proposée sont réelles.

II. Supposons que la plus petite racine @ du groupe
a,b, ..., g soit moindre que @ ct que g soit plus petit
que . Les substitutions donnent alors (m—1)—(n—1)
changements de signes et, par conséquent, nous révélent
Pexistence de (m — 1) — (7 — 1) racines réelles distinctes
de f(x)=o0;ily a en outre une racine de la méme
équation entre I’ ¢t 4+ oc; en y ajoutant les

2+6 ..oy 0
racines multiples, on obtient un total de
a4+ B4y ma,
qui est encore le degré de I'équation.
" . ’o .

HI. Supposons maintenant a<Ca’ et g>I'; nous
w’aurons plus que m— 1 —{n — 2) groupes a substituer,
et par hypothése tous ces groupes nous donnent autant
de changements de signes et par suite m — n -+ 1 racines
simples de f(x)=0; ce nombre, joint au nombre des

racines multiples, forme encore une somme égale au
degré de I'équation proposée. Il est évident d’ailleurs
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que les trois hypothéses précédentes sont les seules a
examiner; on peut donc dire que, dans tous les cas qui
peuvent se présenter et qui sont compatibles avec 1'é-
noncé, I’équation proposée a toutes ses racines réelles.

SUR LA FORME ADJOINTE;
Par M. Cu. BIEHLER.

1. Nous allons, dans ce qui suit, donner une démons-
tration simple de quelques propriéiés de la fonction
adjointe d’une forme quadratique donnée; pour plus de
simplicité, nous considérerons le cas d’une forme du
second degré a trois variables.

Soit
Sy, 3)=Ax?+ A y2+ A"32+ 2B yz + 2B zx +2B"zy.

SiTon pose

Az + By +B'z=u,
(1) B'z+A'y+Bz =v,
Bz+By +A"z=w,
on aura, en vertu du théoréme d’Euler,
ux +vy+ws=f(z, ¥, 5).

Ces quatre équations nous donnent immédiatement

A B B u
B” A" B ¢
=o0
B B A w
72 w f
ou bicen
A B" B
B” A’ B v

Af =
/ B B A’
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en posant

A B B
A=|B" A" B
B B A

Si 'on développe le second membre de I'égalité pré-
cédente, il viendra une expression de la forme

Af(ry,5)

=auw:+ a' v+ a' w4 2bow 4+ 26" uiw + 20" uv.

Nous désignerons par I(u, ¢, w) cc polynéme du
second degré; c’est la forme adjointe de f(x, y, 3).
Ses coefficients sont les dérivées et demi-dérivées de A
prises par rapport a A, A’, A", B, B/, B’.

Si Pon résout les équations (1) par rapporta.x, y, z,
on obtient le systéme

Az=au +-0"¢v +bw,
(2) Ay=0"u+a'v + bw,

s=0u-+by +a"w.

Les coefficients a, a', a”, b, b', " sont précisément
ceux de la fonction adjointe, comme on le vérifie encore
en multipliant ces équations par u, v, w et en ajoutant
membre & membre.

2. Si Yon opére maintenant sur I'(«, v, w), comme
nous l'avons fait sur f(x, y, z), c’est-a-dire si I'on
forme la fonction adjointe de F(u, v, w), on posera
d’abord

(3 bu+av+bw =,

( au—b"v+b'w =E¢,
' bu+ bo +a'w ={;
on a aussi

Eu+no+Lw=F;



il en résulte

a b” bl E
b a b
=0
voboa |
§ w ¢ F
ct, si 'on désigne par ¢ le déterminant
a b b
s=|o @ b |
o b a
ol awura
a ¥ bt
o b” al b 7)
oFf = , "
b b a ¢
¢ n L o

Soit ®(%5,n,%) la fonction du second membre; nous
aurons
A
° F(ua 0, W)= 4’(5y LIR9R

Mais les équations (3), comparées aux équations (2),
nous montrent que

E:A(I/‘,
n =4y,
{=A3;

on aura donc

Af(z, y,3)=F(u,v,w),
SF(u,v,w)=P(Az,Ay,Az) = A2®(x, ¥, 5).

Silon élimine F(u, v, @), il viendra
Aaf(‘z‘:.}ﬁ 2)=M®(z, ¥, 3)
et, comme ¢ est le déterminant adjoint de A, on aura
3 = A2,

par suite
& (x, Y. 3)= Af(z': Y, 5)
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La forme adjointe de F(u,¢,w) est donc la forme
primitive f(x, y, z) dont tous les coefficients ont été
multipliés par A.

Les coeflicients de la fonction ® sont formés avec les
quantités a, @, a’, b, b, 0", comme ceux de I' sont
formés avec A, A’, A”, B, B, B’; par suite, on aura, en
vertu de la relation ®(x, v, 2)=Af(x, ¥, z),

aa’"— b2 =A\,
a’'a— b2 =A'),
aa'— 0" = A\"A,
ab—b' b = BA,
ab'—b"b =14,
a'd"— bbb =B"A.
Ce sont les relations de Gauss; elles nous montrent

que, si I'invariant de la fonction f(x, y, z) est nul, la
forme adjointe I'(u, ¢, &) est un carré parfait.

SUR UN THEOREME DE CHASLES;
Par M. WEILL.

Chasles a démontré, dans la Géométrie supérieure,
(ue si 'on méne a une courbe algébrique toutes les tan-
gentes paralléles a une direction, le centre des moyennes
distances des points de contact est indépendant de la di-
rection. On peut démontrer ce résultat de la maniére
suivante.

~ métant le coefficient angulaire de la direction, une
tangente paralléle a cette direction aura une équation de
la forme

Yy =mx+o(m).
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Supposons qu'il y en ait p ; par suite, on pourra mener
a la courbe p tangentes par upn point (x,,%,); si donc on
pose yy — mx = h, on aura, pour déterminer /2, m étant
douné, une équation de la forme

he - Ahr—t - Bhr—24-. . . =o0.

Je dis que A est une fonction linéaire de m, et cela
suftit & la démonstration. Eu ellet, si la tangente doit
passer par (x4, ), son équation donnera

o(m)=y—mzxy=h,

et, en rcmplagant h par cette valeur, on aura une équa-
tion en m qui devra étre du degré p.
Dés lors, on a
' A=km—+L.
Ceci posé, le point ou la droite y =mx + ¢(m)
touche son enveloppe a pour abscisse
% =—20(m);
par suite,
Sa=—2X¢'(m)=k.
Le théoréme est donc démontré, car on verrait de
méme que la somme des ordonnées des points de contact
est constante.

SUR LA DIVISION DES POLYNOMES;
Par M. WEILL.

Soil a diviser 1 par le polynome
|+ a2z + B@t-t. .+ Ao,

dans lequel les coeflicients 2, 3, ..., % sont des entiers.
Les coefticients du quotient scront tous des nombres
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. - (s .
entiers. Or, si l'on désigne par f(x) le polynome, et
par a, b, c, ..., [l ses racines, on a 'identité

a a? a’

S(z) r—a  def'(a)

Par suite, le coefticient de x” dansle quotient consi-
déré est

1
T f’(a)_ —1 (l x wz_._ >

1 I
- au+lf’(a) - bn+lf'(b) T

et ¢’est un nombre entier. Cette remarque, extréme-
ment simple, donne des théorémes d’Arithmétique assez
curieux. Pour les énoncer, nous nous bornerons a con-
sidérer comme diviseur un trinéme du second degré ; il
est facile d’étendreles résultats a des cas plus complexes.
Considérons d’abord le quotient

Tr o =1— &+ 23—+ 20—, ...
-

Soit A 'exposant de x dans un terme; on voit que, si
h=3m 4 2, le coefficient est zéro; il est 1 et (—1)
quand X est dela forme 3m et 3m +1.:

Or le coefficient de x* est

(14 /3P — (= i3

— 1)h+2 -
( ) 2‘}\+1i‘/3

On en conclut, en représentant par C4, le nombre des
combinaisons de m objets p a p,

C) o —3C3, +32C), —. .=k 2)
Il serait intéressant d’établir cette formule par des

considérations directes.
Considérons encore le quotient

[ .
1— o —x*’
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les coefficients des termes de ce quotient forment la
suite bien connue 1, 1, 2, 3,5, 8, .... L’expression du
coefficient de x"~', c’est-a-dire du ni*™* nombre de la
série de Lamé, est

(3= (= V3"
2\/5

ct, par suite, le nombre entier

CL—+5C3+352C5+...

est un multiple de 271,
D’une maniére générale, a et b étant deux entiers
quelconques ( & ne pouvant étre nul), le nombre

Ch—+(a?— §b)C3+ (@?— 4612 CE+. ..

est multiple de 2771,

SUR QUELQUES FORMES QUADRATIQUES ;
Par M. WEILL.

1. L’expression
(b—c)rA+aX+ (c—a)(A+b)2+(a—Db)(h+c)

étant indépendante de 2, il en résulte que tout nombre
appartenant a la forme

(b—c)a’+(c—a)b2+(a—b)c?
peut, d'une infinité de maniéres, étre mis sous la
forme

(b—c) X2 (c—a) Y2+ (a—b)72.

Par une transformation facile, on en conclut que
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tout nombre de la forme
rI(p+q)
peut, d’une infinité de maniéres, se mettre sous la
forme
pri+qyi—(p +q)3t.
Ainsi, tout nombre de la forme m(m —+1) est, d’'une
infinité de maniéres, de la forme
mxt+ y2—(m +1)32.

De méme, tout nombre de la forme 2m? est, d'une
infinité de maniéres, de la forme ‘
x? 4 yr— 232,

11 est facile de généraliser cette méthode et d’en dé-
duire un grand nombre de résultats.

II. Soit un nombre de la forme
Az2+ By?+ Cs2.
Il appartiendra aussi & la forme

X2 Y2 g 2= (ax + By +75)°
+ (2 +Fy + )2+ (e By + vy s),
si 'on a les égalités
A= o2+ 22,
B= e i g,
C=rrry24 4y,
o=al + 2B+ a"§,
o="ay +a'y +a'y,
. , o= Py -+ B+
d’ott ’on tire
A=a+ a2 2”2,

B = B2+ B'24 B",
0= 1{3 4+ zlﬁr+ 1”?”.
C = AB.
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Pour simplifier, nous ferons 8/=1; d’ou

B =82+ p241,
A =a2+ o2 (aff + o' B')2
C = AB.

On a ainsi une solution trés générale, mais non la
solution compléte du probléme suivant :

Trouver les formes des entiers A, B, C qui soient
telles que le nombre ‘

Azi4+ Byr+ Cz2
soit une somme de trois carres.

Ainsi le nombre
222+ 3 2+ 632

est une somme de trois carrés ; de méme,
522+ 62+ 3032

est une somme de trois carrés, et ainsi de suite.

SUR LES HELICOIDES
Par M. GeminiaANo PIRONDINI.

1. Considérons la surface engendrée par une droite L
assujettic a un mouvement hélicoidal autour d’une
droite R ; soient P le point de rencontre de L avec la per-
pendiculaire commune aux droites L, R, et % la plus
courte distance de ces droites. L’hélice E décrite par le
point P est laligne de striction de la surface réglée en-
gendrée; soient ¢ Vinclinaison de L sur R et § I'incli-
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naison constante de I'hélice E sur les géndratrices du
cylindre C.
On passe d’une position de la droite mobile a la sui-
vante par une rotation infinitésimale autour de R et
une translation suivant la direction R; la rotation est

. ’ . ds .
mesurée par I'angle de contingence — de la section

droite du cylindre G, et la translation par dscosf, ds
et do étant les arcs élémentaires de ’hélice E et de la
section droite de C.

Or
do = ds sinf;

par conséquent, si nous désignons par p le paramétre
du mouvement hélicoidal, c’est-a-dire le rapport de la
vitesse de translation a la vitesse de rotation, nous

aurons

pP= —t—iitgcﬂo— = hcotb.

h

Si 1 hélicoide est développable, la droite mobile est
a chaque instant tangente a 'hélice F : donc § =1 et
p= h coti.

Si I’hélicoide a pour génératrices rectilignes les bi-
normales d’une ligne, I'hélice E est une trajectoire or-
thogonale des génératrices; donc

™

0-+0= ‘; et p=htange

On a donc le théoréme :
St h est la plus courte distance des deux droites L,
R, et i leur inclinaison, la droite 1., dans un mouye-

ment hélicoidal dont le paramétre est p, autour de R,
engendre un hélicoide développablelorsque p = h coti,
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et un hélicoide lieu des binormales d’une hélice cir-
culaire, lorsque p = hiangi.

2. Soient & = p cosu, 1, = gsinu, C(p et § étant deux
fonctions arbitraires de w«) les coordonnées d’un point
quelconque d’une ligne a double courbure L, assujettie a
un mouvement hélicoidal autour de 'axe des {;si pestle
paramétre du mouvement, les coordonnées x, y, z d’'un
point quelconque de I’'hélicoide engendré sont données
comme il suit :

x =Ecosv— 7 sinv = p cos(u + ¢);
¥ =Esine + g cose = psin(uw+v);
3 =0+ po.

Sur 'hélicoide, u = const. est 'équation des hélices
circulaires et ¢ = const. est ’équation de la ligne géné-
ratrice dans ses diftérentes positions.

De ces dgalités, en indiquant les dérivées par des
accents, on tire

ox \ 2
i = E — ) =52 2 2.
1 <()u> gt +p —l—C M
oxr or
= —_— = 52 7.
F zdu dp LSS

G :2 <—z—§>2= o2+ p2.

Si A, B, C sont les déterminants qui ont pour élé-
or dy 03
o’ o’ o’

» et pour éléments de la premiére respective-

mentsde la deuxiéme et de latroisiéme ligne
or Jdy 03
dv’ 99’ op
NRx N2y s xRy 0z Rz 2y PR3
ment —» —:» 5y 3T T T T3 T
ou?  Jdu?’ oJu?’ Jdudev Jude Jude’ dJder’ der’ Jp:
nous avons

A =00+ T (p2—pp")— p(p2+20"2—pp"),
B=1'g2—p(pr+52),
C=px(l'—p).

Ann. de Matheémat., 3¢ série, 1. VI (Février 1887). 7
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L’équation différenticlle des asympiotiques est
Adur+ 2B dude + Cdv2= o,
¢’est-a-dire
[$pp" + 4 (p2— pp")— p(p2+ 20— pp")] du?
+ 2% p2— p(p2+ p?)]dudv + p2({'— p)dv2 = o.

Si la génératrice L est dans toutes ses positions une
asymptotique de I'hélicoide, la derniére équation doit
étre vérifiée lorsque I'on y suppose dy = o3 on aura par
conséquent
(1) Upp'+ (2= pp" )= p(pr+2p2—pp") =0,

d'ou I'on déduit par intégration

24 o052 5" 'o_p"d _ p—p"d
c:a+f<b+pf3—‘“+-¢ef ) T

pe
On a ainsi ce théoréme :
Les lignes L qui, dans un mouvement hélicoidal au-
tour de Uaxe Oz, restent toujours asymplotiques sur
la surface engendrdée, sont représentées par les équa-

tions

= psinu,
2 —pn o—p"
52 4-20'2— 50" = dn —_ —du
C_:a+/<b+1} /‘—t——,—P‘cfP “du)e '/P “du
o ee

a et b étant deux constantes arbitraires et p le para-

metre du mouvement hélicoidal.

3. Cherchons si unc hélice peut vérifier la condition
précédente, lorsque le mouvement hélicoidal a lieu
autour d’unc droite paralléele aux génératrices du
cylindre.

Si i est I'inclinaison counstante de I'hélice sur les géné-
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ratrices du cylindre, les coordonnées d'un point quel-
conque de la courbe sont

(2) E=pcosu, 7 =psinu, L=coti [/p2+ ptdu,
ct la condition (1) devient
, . p2coti
(20" —pp"+p0?)( =—=———p ) =o0.
CREE
Nous avons ici deux cas a considérer, selon que soit
s q

vérifiée I'équation

r' L4
, 20 —pp"+pr=o
ou bien

Dans le premier cas, si 'on pose 5 = ¢?, on obtient
I’équation
" lf_)

L? =I+0-

(llll dOllllC Pill' ll]lUgl'aLlOll

© =loe a = const.).
: T cosu ( )
Par conséquent
a
(3) p= H
v cosu

¢’est I'équation polaire d’unc droite.
Dans I'autre cas, on a

P ———dézll'ﬁ‘(l-
ov/pteot2i — p?

. ™
en f‘alsalll. a—-— —, 0on aura

\,
are sin L) =
F(,‘Oll

d’ou I'on déduit

v A
l
S

1) s cosu = ptangli.
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Le cylindre qui contient I’hélice se réduit donc a un
plan et 'hélice 4 unc droite.
Donc :

Si une hélice est assujettie @ un mouvement héli-
coidal autour d’une droite paralléle aux génératrices
du cylindre, la condition que la ligne reste toujours
asymptotique sur la surface engendrée est vérifiée
seulement lorsque U'hélice se réduit & une droite.

On pcut observer que, dansle premier cas (3), le pa-
ramétre du mouvement est arbitraire; dans le second
cas (4), le paramétre est donné par I’égalité p = hcoti,
I étant la plus courte distance entre la droite mobile et
I'axe des z; I'hélicoide engendré est donc, en vertu du

N

théoréme du n° 1, une surface développable.

4. Nous allons voir si, dans un hélicoide, les hélices
circulaires peuvent ¢étre asymptotiques; unce telle condi-
tion est remplie lorsque I'équation (1) est vérifiée en y
supposant du = o. Par conséquent on doit avoir, pour
la ligne génératrice L,

(5) t_:plt.

Par chaque point de la ligne L, conduisons la droite
perpendiculaire a ’axe O z; on obtient ainsi une surface
réglée a plan directeur dans laquelle 'axe Oz est la
ligne de striction ; le paramétre de distribution des plans

: . 1 d . .
tangents de cette surface réglée est a qui est, a cause
o ° du

de (3), constant. La surface réglée est donc I'hélicoide
gauche, lieudes normales principales d'une hélice régu-
liére; par conséquent, laligne L, dans le mouvement hé-
licoidal de paramétre p autour de Oz, glisse sur cet hé-
licoide gauche.
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On a donc ce théoréme :

Si les hélices circulaires d’un hélicoide sont asym-
ptotiques, la surface est U'hélicoide gauche engendré
par les normales principales d’une hélice circulaire.

La relation (5) caractérise les lignes placées sur I'hé-
licoide gauche a plan directeur ct ou peut Iappliquer
avec profit.

Exemples. — Une ligne sphérique peut étre repré-
sentée par les équations
E=pcosu, g=gpsinu, {=yvRk2—g2,
R étant le rayon de la sphére; I’éealité (5) devient
3 leg
pu= \/R?— p%
d’ou 'on tire
b= ;/R'l—pzu‘-’.
Donc :
La ligne sphérique
£ =/R2— p2u? cosu, 4 = yR*= prutsinu, 7= pu,

dans le mouvement hélicoidal de paramétre p autour
de l'axe Oz, engendre une portion d'un hélicoide
gauche & plan directeur.

Cherchonssi, dans I'hélicoide gauche a plan directeur,
il y a des hélices, non trajectoires orthogonales des gé-
nératrices rectilignes, placées sur des cylindres ayant les
génératrices paralléles a I'axe de I'hélicoide.

On a, a présent, pour la coordonnée §,

= COtif\/pz—i—qu,
ct, pour quc la condition (5) soit vérifiée, il doit étre

prangi= 2+,
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d’out 'on déduit
du = ;J—P——— .
Vpitangti —p?

On obtient par intégration

u = are sin <-—£——))
ptangi

p=ptangisinu;

d’ou

c’est I'équation polaire d’une circonférence de rayon
ptangi . A
"2 qui passe par le pole.

2 qup P P

Pour chaque valeur de Z, on obtient une hélice circu-
laire placée sur la surface.

Donc :

Sur Uhélicoide gauche, liew des normales princi-
pales d’unehélicecirculaire, il y aun nombre infinid’hé-
lices, non trajectoires orthogonales des génécratrices
rectilignes, qui sont placées sur des cylindres dont les
génératrices sont paralléles a l'axe de Ulélicoide. Ces
hélices sont circulaires et les cylindres passent par
I'axe de I’hélicoide.

Puisque I'on a
p =2rcoti,

r étant le rayon du cercle qui passe par le pole, il
subsiste ce théoréme :

Si une hélice circutaire, placée sur un cylindre dont
la section droite a un rayon r et inclinée de I’angle i
sur les génératrices, est assujettie & un mouvement he-
licoidal de paramétre p = 2r coti autour d’une géne-
ratrice quelconque du cylindre, la surface engendrée
est une portion d’un hélicoide gauche & plan direc-
Leur.
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3. 510 est 'angle des lignes coordonnées u = const.,

y = const. sur un hélicoide, nous avons

cosh = —5:7

VEG

2 = EG cos?0.

d’ou il résulte

Si Don substitue dans cette égalité les valeurs de E,
F,Gdun"2,0na :
(2 pU )= (p2+ "1+ 12)(p* + p?)cosh,
¢’est-a-dire
[p?—(p*=+p*)cos?0] L2

Lo 22+ pb— (224 p'2)( p? + p?)cos20 = o;
ou

o —pPE cosfy/p? 4~ p? y/ov - (2 + 2'2)( p*sin’f — prcos0)
> prsin? — p2cos20 : ’

Donc :

Les lignes qui, dans un mouvement hélicoidal de
paramétre p autour de U'axe O z, restent lowjours tra-
Jectoires sous U’angle constant § des hélices de U'héli-
coide engendré, sont représentées par les équations

s ¢ =pcosu,
= psinu,
) n=¢
— pp?cosBy/p? - p? /ot 4- (2 + 0'2)(p?sin28 —p2cos?h)
C — A du.
\ prsinf — p2cos?f

. , . . ™ -

Si, dans les équations (6), on fait § = S’on aun
résultat trés remarquable; dans ce cas, la ligne généra-
trice de 'hélicoide est dans toutes ses positions une géo-
désique de la surface. On a ainsice théoréme :

Les lignes qui, dans un mouvement hélicoidal de
parameétre p autour de U'axe Oz restent loujours géo-
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désiques et trajectoires orthogonales des hélices circu-
laires de Uhélicoide engendré, sont représentées par
les équations

(7) £ =pcosu, 7 = psiny, {=— ;)fpﬁdu.

Si, dans les équations (6), on suppose p=o0, on
obtient les lignes qui, dans la rotation autour de 'axe O z,
engendrent une surface de révolution, dont elles sont
des loxodromies; cette hypothése réduit les équations
(6) comme il suit :

£t =pcosu,
(8) = psinu
( {= f\/pﬁsmﬁ() — p'2cos?0 du.

cosO

Si la ligne L est une hélice d’up cylindre dont les gé-
8 g
nératrices sont paralléles al’axe Oz, on a

(= cotif/pﬁ+p’?dzt;

cn comparant cette égalité avec la derniére des équa-
tions (8), on obtient

py/tang2t — cot2i =

sin L
d’ou
%P — sin ty/tang26 — cott du,
ct, par intégration,
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