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S I R LE CERCLE ORTHOPTIQl'E ( ' ) ;

Put AT. M H RICK n 'OC\GNE.

1. Soient donnés un cercle C et deux axes rectangu-
laires Ox et Oj par le centre O de ce cercle. J] y a une
infinité de rectangles inscrits dans ce cercle et ayant
leurs côtés respeeti\ement parallèles à O x et O ) et
dans chacun de ces rectangles une conique inscrite K
ayant ses axes dirigés suivant Ox et O y. Pour chacune
des coniques K, le cercle C est orthoptique.

Prenons sur le cercle C un point fixe M (a, [3), et

(*) On sait que ce nom a été anciennement donné au cercle lieu
des sommets des angles droits circonscrits à une conique.
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( 9» )
cherchons l'enveloppe des polaires TT de ce point par
rapport aux coniques K.

R étant le rayon du cercle C, p le demi-cote parallèle
à O.r du rectangle inscrit, l'équation de la conique K
est

r 2 y2

La polaire du point M par rapport à cette conique a
pour équation

([) ( H2 — p 2 ) a r + p22j> = p2( H2— G2 )

o u , ("ii p o s a n t p- — A,

) 2 _ Xizjc — [ i j — H2) — H2 a / - o.

droite dont l'enveloppe a pour équation

ou
a .r — °y )2 — 'i H2 ( a ? — [i j ' ) — o ;

c'est mu1 parabole P tangente a O r̂' et O y aux points \
et B où ces a\es sont coupés par la tangente au cercle C
menée par le point M. L'angle AOB étant droit, le loyer
de cette parabole s'obtient, d'après une propriété bien
connue, en abaissant du point Ü une perpendiculaii e
sur la droite A\)\ par suite, ce loyer se confond avec le
point M. Abaissons du point M les perpendiculaires M/7
et MZ> sur O J et O ) -, la droite ah joignant les projec-
tions du foyer sur deux tangentes à la parabole P est la
tangente au sommet de cette courbe.

Donc :

ƒ, enveloppe des polaires du point M relativement
aux coniques K est la parahole qui a pour Joj er le
point i\l et pour langent e au sommet la droite qui joint
les projections du point M sur les axes Ox et Oj .



Cette parabole est d'ailleurs tangente aux axes,
aux points A e/ B où //v .ço/i/ coupés par la tangente au
cercle C menée par le point M.

2. Le sommet de eette parabole s'obtient en projetant
le point M sur la droite ab, mais on a ainsi le point où
la droite ab touche son enveloppe, car le segment ab^
égal à R, est de longueur constante, et le point M est le
centre instantané de rotation correspondant. Il en
résulte que la parabole P est tangente à J'hypocycloïde
à quatre points de rebroussemenr E (jui esl emeloppée
par la droite ab.

Donc :

'Toutes les paraboles P, correspondant aux divers
points du cercle C [les axes Ox et O y restant fixes),
sont tangentes à Vhjpocycloïde à quatre points de re-
broussement E, et chacune d'elles touche cette h1) poc) -
c/oïde par son sommet (1 ).

3. La polaire TZ du point M, relativement à la co-
nique K, touche au point M7 la polaire réciproque C du
cercle C par rapport à la même conique.

Or nous avons démontré (2) que le point M7 est le
pied de la perpejidicu/aire abaissée du point M sur sa
polaire.

Lors donc que l'on considérera toutes les coniques K
du système défini plus haut, on aura le lieu du point M'
en abaissant du point M des perpendiculaires sur les

( J ) Nous tenons à dire que la rédaction de cette 'Note est anté-
rieure à la publication de la Note Sur quelques courbes enveloppes
de M. Wei 11 (3e série, t. III, p. 377) où se trouve ce même théo-
rème à propos d'autres considérations (Ex. I, i"r cas).

(2) Nouvelles Annales. 3e série, t. II, p. \Ç>\,



( ÏOO )

polaires T. correspondantes, c'est-à-dire que le lieu du
point M' sera la podaire <le l'enveloppe des droites iz,
par rapport au point M; or nous venons de voir que
cette enveloppe est une parabole P de foyer M; la po-
daire de cette parabole par rapport à son foyer M est la
tangente au sommet, c'est-à-dire la droite ab.

Donc :

Le lieu des points où les polaires du point M sup-
posé fixe, prises par rapport aux coniques K, touchent
les polaires réciproques du cercle C relativement à ces
coniquesy est la droite qui joint les projections du
point M sur les ajes ÖJ' et O) .

JNous représenterons cette droite par la lettre D.

\. Ainsi que nous l'avons déjà vu, le segment ab de la
droite 1), compris entre O.r et O > , étant constant, cette
droite enveloppe Vhj poc^ cloïde a quatre points de re-
broussement E.

5. Considérons un des rectangles ci-dessus définis,
inscrit dans le cercle C, et la conique R inscrite, comme
il a été dit, dans ce rectangle.

A cliaque point M du cercle C correspond une droite D
définie plus liant, dont l'équation est

Le point M' où la polaire de M relativement à K
touche la polaire" réciproque du cercle C, relativement
à K, est, d'après ce qui \ient d être vu, à la rencontre
de cette polaire [équation (2)] et de la droite D. Or de
(1) et (2) on tire très aisément



Par suite, le point M', correspondant à chaque point
M du cercle C, divise le segment ah correspondant dans
un rapport constant. Quand le point M coïncide avec
l'un des sommets du rectangle considéré, le point M' est
le pied de la perpendiculaire abaissée de ce sommet sur
le segment ab correspondant.

On transforme immédiatement ce théorème en le sui-
vant :

Lorsqu'un segment de droite de longueur égale au
raj on du cercle C glisse entre les axes Ox et O j , tous
les points de cette droite engendrent des coniques qui
sont les polaires réciproques du cercle C par rapport
aux coniques R.

{). En projetant les sommets de chaque rectangle in-
scrit sur leurs polaires, nous obtenons quatre points où
la polaire réciproque C' correspondante touche l'hypo-
cycloide E définie plus haut.

Donc :

L'enveloppe des polaires réciproques C' du cercle C
par rapport aux coniques K est l'hj pocycloïde à quatre
points de rebroussement E que chaque courbe Cf touche
en quatre points.

7. Etant donnés le cercle C et les axes Ox et O ) , au
point M correspondent une droite D et une parabole P,
définies plus haut.

Si, le point M étant fixe, on fait tourner l'angle droit
xOj autour de son sommet O, à chaque position de cel
angle correspondent, pour le point M, une droite D et
une parabole P.



( I O 2 )
On voit immédiatement que :

Pour le même point M, les droites 1) relatives aux
diverses positions de Uangle droit xOj passent foutes
par un même point qui est le milieu du rayon 0 \ L

De plus, pour le même point AI, les paraholes V rela-
tives aux diverses positions de l'angle droit JcOj ont
toutes pour foj er le point M et sont toutes vues du
point O sous un angle droit.

La polaire du point O par rapport à toutes ees para-
boles est invariable; c'est la tangente au cercle C, menée
par le point M.

Puisque, pour chacune de ces paraboles, le point M
est le foyer et le point O un point de la directrice, la
droite élevée perpendiculairement à MO en son milieu JN1

est une tangente.
Donc :

L'enveloppe des paraboles P est la droite élevée per-
pendiculairement à MO en son milieu ( i ).

Cette droite est parallèle à la tangente AB au cercle C.

Nous avons vu que les tangentes au sommet de ces
paraboles sont les droites D, et que ces droites D passent
toutes par le milieu i\ de OM; d'ailleurs les sommets
s'obtiennent en projetant le foyer M sur les droites D
correspondantes; donc :

Pour le même point M, le lieu des sommets des pa-
raboles P, relatives aux diverses positions de Vangle
droit xO r , est le cercle qui a MN pour diamètre.

8. Étant donnés le point M et une des coniques K,

( ' ) C e l a r é s o u t la q u e s t i o n 1MW2 ( V s é r i e , t . I I I . p , ' IO^ ).



nous avons appelé M; le point où la polaire du point M
par rapport à K louche la polaire réciproque du cercle C
par rapporta la même conique.

Le point M étant fixe, supposons alors que la co-
nique K tourne autour de son centre O. A chaque posi-
tion de cette conique correspond un point M7. Cherchons
le lieu de ces points M'.

ATous avons vu que le point M' est sur la droite D qui
joint les projections a et b de M sur les axes Ox et Oj>
de la conique K, et qu'il divise le segment ab dans un
rapport constant. Or, en faisant coïncider le point M
avec le point de rencontre des tangentes en deux som-
mets consécutifs de la conique K, on voit que

ttM' _ Y2

M'b ~ X*'

Y et X étant les demi-axes de la conique K. dirigés
suivant O x et O y.

Considérons alors le point fixe M et une position
quelconque de la conique K qui, d'ailleurs, reste de
grandeur constante.

Ahaissons sur les axes Ox et O y les perpendiculaires
Ma et M.b, tirons ab et prenons sur cette droite le
point M', tel que

aM' _ Y*

les points a et b décrivant le cercle qui a OM pour dia-
mètre et la droite ab passant constamment par le centre ]N
de ce cercle, on voit tout de suite que le lieu du point M'
est un cercle G du centre IN.

Donc :

Pour le même point M, le lieu des points M', relatifs
aux diverses positions de la conique K, est un cercle (\
dont le centre esf au milieu JS du ra1) on OM.



9. Cherchons maintenant l'enveloppe de la polaire T:
du point M par rapport à la conique K, lorsque cette
conique tourne autour de son centre O.

La droite T: passe, d'après ce que nous savons, par le
point M' et est perpendiculaire à la droite MRi'j son en-
veloppe est donc une courbe dont la podaire relative-
ment au point M est le cercle G; c'est, par conséquent,
une conique ayant pour foyers les points RJ et O, et
pour sommets les points où le cercle G coupe la droite
RIO.

Donc :

Pour le même point M, //enveloppe des polaires T:,
relatives aux diverses positions de la conique K, est
une conique ayant pour foyers les points O et RI et
pour sommets tes points oit le cercle G coupe la droite
ORI.

On voit immédiatement que les asymptotes de cette
conique sont les diamètres du cercle G qui aboutissent
aux points de contact de ce cercle et des tangentes à ce
cercle issues soit du point O, soit du point RI.

10. ÎNous avons vu (n° 3) que le point RI' est à la
rencontre de la droite I) qui joint les projections de M
sur O x et O j et de la polaire - de M par rapport à K,
et, d'autre part (même numéro), que le point RI' est le
pied de la perpendiculaire abaissée de RI sur TZ. Il en
résulte, d'après la réciproque du théorème de Simson,
que le point RI est sur le cercle circonscrit au triangle
formé par TZ avec O.r et O y.

Donc :

Tout point du cercle orthoptique d une conique est
utur sur le cercle circonscrit au triangle formé par la



polaire de ce point relativement à cette conique, avec
les axes de la conique.

On déduit de là que :

Le segment de la polaire d'un point du cercle
orthoptique, compris entre les axes de la conique, est
vu de ce point sous un angle droit.

11. On sait que toutes les coniques inscrites dans un
même quadrilatère sont vues de deux points fixes sous
des angles droits.

Donc :

Les cercles orthoptiques de toutes les coniques
inscrites dans un même quadrilatère ont même axe
radical.

Ce théorème a, croyons-nous, été énoncé par Pliicker.

12. Appliquant la méthode des polaires réciproques
à un théorème dû à M. Rœnigs ( { ) , en prenant pour
centre de la transformation le point d'où l'on voit les
couples de points en involution, dont il est parlé dans
ce théorème, sous des angles droits, nous avons obtenu
cet autre théorème :

Si les coniques K et H sont vues du point A sous des
angles droits, et siKt est la polaire réciproque de K
par rapport à H, le segment déterminé par Kf sur la
polaire du point A, par rapport à H, est vu de ce point
sous un angle droit.

De là cette propriété du cercle orlhoptique .

(*) XoiH'plfe* innale*. °' «erio. i. \ l \ , \). -/\



Si deux coniques K et 11 ont même cercle oith-
optiquei), et si K, est la polaire réciproque deK par
rapport à H, le segment déterminé par K t sur la polaire
<Tun point quelconque de C par rapport à H est vu de
ce point sous un angle droit.


