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NOUVELLES ANNALES
DE

MATHÉMATIQUES.
MÉTHODE ÉLÉMENTAIRE POUR CALCULER LE RAPPORT

DE L l CIRCONFÉRENCE AU DIAMÈTRE;
PAR M. L. MALEYX.

En étudiant la méthode inventée par Àrehimède pour
déterminer une valeur approchée dn rapport de la cir-
conférence au diamètre, j'ai été conduit à faire deux
remarques principales.

La première consiste en ce que Archimède, en dou-
blant le nombre des côtés d'un polygone régulier, fait
varier à la fois le périmètre du polygone et les diamètres
des cercles inscrit et circonscrit ; ce fait distingue sa mé-
thode de celle dite des périmètres, où Ton suppose que,
le périmètre du polygone variant, le rayon du cercle cir-
conscrit reste fixe, et de celle dite des polygones isopéri-
mètres, où Ton suppose que le périmètre reste fixe. S'il
existe une constante dans sa méthode, cette constante
est le coté du polygone, et encore ne l'est-elle pas d'une
manière absolue.

La deuxième remarque consiste en ce que l'applica-
tion de ses principes peut être rendue plus simple que
celle des principes des deux autres méthodes que je viens
de citer.

J'ai fondé sur ces remarques une étude que je me pro-
pose de publier ultérieurement, et dont j'extrais ce qui
suit.



J. Un côté de Vangle droit dun triangle rectangle
est représenté par i , son Itj poténuse par D et le se-
cond côté par d, l'angle opposé au premier côté Vêtant
par a-, on se propose de calculer le second côté de
Vangle droit dK et l'hypoténuse \){ d'un second tri-
angle rectangle dont le premier côté est aussi re-
présenté par i, et opposé h un angle égal à -•

Soit (/ig. i) ABC le premier triangle rectangle dans
le<juel on a

V == idt, ABC = a, AC = i, BG = D, AB = d.

Pour construire le second, il suffira de prolonger AB
de la longueur BB, = BC = 1), et d'unir par une ligne

droite le point B, au point C ; car, le triangle CBB, étant
isoscèle par construction, on a

BPMC = BCBi= ' VBC.

On a du reste évidemment

VB, = dï = D -r- d

et, d'après le théorème de Pythagore,

11. Extraction de la racine carrée d'un nombre
donné sous Informe a--\- R, d'après les données a et R,
et sans effectuer le carré a1.

Prenons «pour valeur approchée par défaut delà ra-

cine cherchée, et soit —- la valeur aussi approchée par
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défaut, et à moins de—- de la partie complémentaire de

la racine, on a

développant le premier membre et réduisant,

'ia x — - H — - K,

d'où
b H

ioa~ 7. a

^Nous pouvons développer le quotient -— en fraction dé-

cimale, à moins de — par défaut, et, si -^— représente ce

développement, R, étant le reste de la division, nous
aurons

et, en conséquence,

ioa "" ioa 'i a ' 'i a ioa

— ? étant un multiple de contenu dans le second
l oa r foa

membre de l'inégalité précédente, ne peut surpasser -^>

qui est Je plus grand multiple de — contenu dans le

même nombre \ -~ ne peut donc être que supérieur ou

égal à — >̂ et, pour qu'il ne lui soit pas supérieur, il

suffit que du nombre donné, <r--|-R, ou puisse retran-

cher le carré de a H—^> c'est-à-dire qu'on ait l'inéga-
îité
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OU

ou encore

Si donc on développe le quotient de la division de R
par na en décimales, tant que le carré de la partie
trouvée au quotient ne surpassera pas le reste de la divi-
sion, cette partie sera égale à la partie complémentaire de
la racine, à moins d'une unité du dernier ordre, et par
défaut.

Supposons que nous nous arrêtions dans la division

de R par ici à la partie - ~ du quotient, ——̂  ne surpas-

sant pas le reste R< de la division, et désignons par ~R2

l'excès de R, sur -~^\ nous aurons successivement

lO2a -*" 2 <ia
 îoy.)

d'où, ajoutant aux deux membres a2 -f- ia x -~

On pourra alors reprendre le calcul précédent en

traitant a i — ~ et II o de la même manière que a et R,
I 0 a 1 ">

et continuer ainsi jusqu'à ce que l'on ait obtenu une
valeur suffisamment approchée de la racine cherchée.

Observations. — On pourra encore abréger le calcul
en ne conservant que la partie utile des produits qu'on
devra successivement retrancher dans les divisions
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qu'on aura à faire, à condition de tenir compte à la fin
du calcul des erreurs commises sur ces produits.

III. Pour ne rien laisser à désirer, donnons un
exemple de ce calcul : soit à extraire la racine carrée
de la somme ( 3,732050807568 -f- a)2-f- 1, a étant un
nombre positif inconnu, mais moindre que—^«Agis-
sons comme si a était nul, nous en tiendrons compte
ultérieurement; commençons la division de 1 par le
double de la partie entre parenthèses diminuée de a, ne
conservant dans chaque produit que la partie représen-
tant des unités de Tordre —— :

1 0 l ü

1,000000000000000 I 7 .464IOT6I5I36
7 4 6 4 I O I 8 I 5 I 3 6

253589838486^0
22392304845408

o, i3

2966679003232

Retranchons du second reste le carré de la partie
trouvée au quotient (o, i3)2 = 0,0169, puis divisons
le résultat de cette soustraction par la somme du di-
viseur précédent et du double de la partie trouvée au
quotient, 0,26 :

o,02966670003202

0,0169

0,012766790032320 | 7

7724IOI6I5J36
0,001652

5042688417184
4634460969078

408227448106
386203080755

22022367351

i54482o323o

6574l64T2I



Opérons sur le nouveau quotient comme sur le pré-
cédent, modifions de même le diviseur et poursuivons :

O,0OO00657f 164121

(0,0016" ~r>. )2 = 0,00000272910 \

3845o6oi2i I 7,7-2740)61513()

3090962241 '. Z~
** u 0,000000497^87

7^097877
695466504

5863i373
5409183}

1539*538
386370O

618192

67646
54089

Dans les opérations que nous venons d'exécuter, les
produits que nous avons successivement retranchés du
dividende initial sont trop faibles : il en résulte que le
reste final est trop grand de la somme des parties né-
gligées dans chaque produit; il est facile de former une
limite supérieure de la somme de ces parties négligées.

iNous avons d'abord négligé le produit de 2a (partie
complémentaire du diviseur) par le nombre formé des
trois premiers chiilres des quotients obtenus, soit o, i31 *,
cette première partie négligée a une valeur moindre

o '2 l3l X 2
que 0,101 X —r> = r^~ '

En second lieu, dans chacun des produits suivants, la
partie négligée n'atteint pas un nombre d'unités de

l'ordre —- marqué par le chiffre employé au multipli-

cateur; donc la somme des parties négligées n'atteint
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pas le produit

—— x ( i 3 i X 2 + 6 + )^ -2 4 - 4 4 - ( j - r 7 + j + 8 + 7),

et, si nous désignons cette somme par E, nous aurons

L ^ Sis '

De là résulte que, si nous désignons par R le reste
final exact, nous avons les inégalités

3557 — 3 i 5 = 3242 ^ 3557 .
lOlo l o l o ^ ^ I O 1 5

Le dernier quotient trouvé ne pourrait être que trop
grand, puisque nous avons opéré sur des dividendes trop
grands, et il ne Test pas, en tant que quotient, puisque
son produit par le diviseur retranché du dividende
fournit le reste R qui est positif-, il n'est pas trop grand
non plus, en tant que partie complémentaire de la ra-
cine, puisque son carré est inférieur à —- qui est lui-
même certainement inférieur à R.

Donc la partie complémentaire de la racine carrée

cherchée est, à moins de —- par défaut,
IO12 i '

o,131652497587,

et la racine carrée est elle-même :

3,8637o33o5i55,

à moins de —— par défaut.io12 r

IV. L'exemple sur lequel nous venons d'appliquer le
procédé d'extraction de la racine carrée exposé aun°II
n'a pas été pris au hasard ; si dans le triangle rec-



taiigle ABC, considéré au n° 1, nous supposons

ne = D = »,
nous aurons

AB = d = v/3 et a = 3o".

Or y/3 est égale à i ,73^050807568, à moins de —12

par défaut*, dès lors, et par application des formules du
n° J, nous aurons, en partant des données,

l) = a,

d~\/'5 — ] ,73'̂ o5o8o7568 à moins de —— par défaut,

____

a

l'angle compris entre D, et d{ étant de i5°.
Ou \oit du reste; immédiatement, en unissant le

point À au point milieu de BC, ou à celui de B, C, que
D et d sont les diamètres des cercles circonscrit ou
inscrit à l'hexagone régulier dont le côté est i , et queD,
et d\ sont les diamètres des cercles circonscrit et inscrit
au dodécagone régulier ayant aussi pour côté i.

Reprenant deux fois le même calcul à partir de; J),
et dt, nous nous procurerons de même les diamètres
D2 et<72, D;i et <7;j, des cercles circonscrit et inscrit aux
polygones réguliers de vingt-quatre et quarante-huit
côtés, respectivement, et ayant chacun pour côté i.

V. Les détails dans lesquels nous sommes entrés à
l'occasion de ces calculs, dans le n° III, doivent nous
dispenser de les'rapporter in extenso : nous n'en don-
nerons donc que les résultats.

Toutefois, a\anl de les inscrire, nous ferons la re-



marque suivante, qui nous conduira a unenotalion utile :
on voit que, dans chaque calcul, tel que celui du n°HJ,
on ne fait que déterminer la différence qui existe entre
les diamètres des cercles circonscrit et inscrit à un même
polygone régulier dont le coté est i; nous désignerons
donc, d'une façon générale, par J)# ef d/( ies diamètres
des cercles circonscrit et inscrit au polygone régulier
dont le coté est i, et dont le nombre des cotés est
6 X uA, et par A/, la différence 1)/, — r//;.

Cela posé, les résultats trouvés sont caractérisés par
les égalités suivantes :

(h'= Dx-1- d\= 7 , >9 >7 >4i i >~'ï$ a inoins «le par défaut.

A 2 = o,o()j5i 3462815 » - ^ )»

/ ' ' ' 1 0 1 2

VI. La partie la plus pénible de ces (aïeuls est évi-
demment la détermination des nombres A : aussi est-on
conduit à rechercher s'il n'existe pas quelque propriété
géométrique de la figure qui nous permette d'atteindre
plus facilement ce résultat.

Reprenons la ligure du n° 1 et ajoutons y la circonfé-
rence décrite de B comme centre avec BC = I) pour
rayon, elle coupe AB en B, et en E, joignons CE par
une ligne droite; conservant les notations des numéros
précédents, nous aurons

BE —BV = D — d= \E = A.



Dans Je triangle ACE (fig- 2)9 l'angle ACE est égal
h l'angle

car ils ont leurs cotés respectivement perpendieulaires
et sont tous les deux aigus; donc, pour avoir la diO'é-

renée AE = A, il suffira de construire CE faisant avee
CA l'angle ACE=-J-ABC; de même, pour avoir la
dil Véren ce

A F = B , G — B ! A = Ul — d i = A , ,

il suilira de construire la droite CF faisant avee CA
l'angle ACF = ^ A B , C. On conclut de cette construction
(jue CF est bissectrice de l'angle ACE et de la propriété
connue de cette droite, l'égalité de rapports

Elevons les deux membres au carré et ramenons à la
forme entière

Réduisant et transposant,

AAf-4- a A t — A = o.

Cette équation du second degré définit A, au moyen
de A par sa racine posithe ; mais, comme A a générale-
ment une petite valeur, 011 peut calculer A, au moyen



( '5 )
d'une suite d'inégalités que nous allons déduire de
l'équation même, et sans extraction de racine carrée.

Nous pouvons donner à l'équation précédente la forme

d'où l'inégalité évidente

Remplaçons dans l'équation (i) ,et au second membre
seulement, A, parle nombre plus grandi A; nous aurons

Ainsi, en prenant pour valeur approchée par excès
de \{ la valeur 4A, l'erreur commise a pour limite supé-
rieure ~A:{.

Si nous remplaçons maintenant au second membre de
l'équation (i) A, par le nombre plus petit ^A—^A3 ,
nous aurons, en négligeant un terme soustraefif, ce qui
ne fait qu'augmenter l'inégalité,

Dès lors, en prenant pour valeur approchée par défaut
de A1 la différence ^A —^A3, l'erreur commise sera in-
férieure à -ĵ rA5.

Enfin, en substituant à A, dans le second membre de
l'équation (i) la valeur trop grande ^A—^A3-h-pgA5,
nous aurons, en négligeant des termes dontla somme est
certainement positive,

d'où Ton conclut que si, dans la suite

2*^ T * ^ "~̂~ i~*r *^° Tt> s

on prend un, deux ou trois termes comme valeur ap-



proeliée de A<, cette \aleur est approchée par excès ou
par défaut suivant qu'on s'arrête à un terme affecté du
signe -h ou du signe —, et que, dans tous les cas, la va-
leur absolue du premier terme négligé est limite supé-
rieure de l'erreur commise.

Ces inégalités permettent de calculer un des nombres A
au moyen du précédent avec une assez grande approxi-
mation : on pourrait même l'obtenir avec uue approxi-
mation illimitée par l'emploi de l'égalité (i) et par la
méthode des approximations successives -, mais leur
emploi est encore pénible, eu égard aux multiplications
à faire : aussi ne ferons-nous usage dans ce qui suit que
des in égalités

et nous allons nous occuper d'établir des formules se
déduisant de l'équation (i) et permettant d'arriver au
même résultat au moyen d'opérations plus simples.

VJ1. Reprenons l'égalité initiale réduite du n° VI

( l ) ' A — ^ A j — A A f r r r (),

d'où

( i V
9. A,

i-A»

Appliquons-la aux différences d'ordre supérieur de
une unité

{1) At — 9 .A 2 —AiA^^o ,

d'où

i — A ?

A étant peu différent de 2 A,, et A, l'étant peu de 2A2,
la valeur numérique du dernier terme du premier
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membre de l'égalité (i) est sensiblement égale à huit fois
celle du terme correspondant de l'égalité (2) ; retran-
chant les égalités (1) et (2) membre à membre après
avoir multiplié la seconde par 8, 011 a

(3) A — I O A 1 - + - I 6 A 2 — A^AAi — 8 A | ) = o.

Transformons le dernier terme du premier membre de
Pégalité (3)5 si nous multiplions membre à membre
l'égalité (i) / et l'égalité obtenue en élevant au carré les
deux membres de l'égalité (2) ' , nous aurons

A 1

l'égalité ( 2
Remplaçons au dénominateur À, par sa valeur tirée de

8 Al
AA,=

Ci —Al)2—
De là on déduit

'~> A oEn substituant au dénominateur —- h i — Ai; cjni lui
est égal, d'après l'égalité ( 2 )',

Remplaçons enfin au dénominateur de la dernière

fraction 1 — Aj par sa valeur —-̂  déduite de J'égalité (1)',

on a, après réduction,

AA, —8A! = AA^fCe—A|):

d'où, reportant dans l'égalité (3), on a

(a) A — i o A 1 - f - i 6 A 2 — AA? A] ( 6 — A | ; = o .
Ann.de Mathêmat., 31* série, t. V. (Janvier 1886.) '1



Dr l'égalité (a) on peut déduire

i . K ( 6 —A2>;AAf A^
- - ( l o A t — A ; - — - 7 — 1 — - .
10 i fi

Le premier terme du second membre fournit une va-
leur approchée par défaut de A2, et le second terme qui
représente Terreur est moindre que

ib ))

VJI1. Reprenons encore l'égalité (a) du numéro pré-
cédent, et appliquons-la aux différences d'indice supé-
i ieur d'une unité :

(a) A — I O A ^ I G A O — AAf \ j (G — A^ ) = o,

(b) Aj — I O A 2 - T - I G A 3 — A j A ^ A ^ G — A , ) = o .

lletranchons membre à membre de l'égalité [a) l'éga-
lité (/?) dont les deux membres ont été précédemment
multipliés par 39 } on en déduit

\ A - 4 > ^ i ~ 3 3 ( ) A 2 - 5 r 2 A }
( *° i

JNOUS allons réduire la parenthèse du dernier terme
del'égcdité {i ) en l'exprimant d'abord au moyen de A3 ;
nous avons tiouvé dans le numéro précédent l'expres-
sion du produit AA, an moyen de A2 ; on en déduit, en

tenant compte de l'égalité A2= —̂,

i - A ? ) - r. —\

î A? 1
( I _ A 2 ) 3 J

i - 16 A] ( 1 -
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La parenthèse du dernier terme de l'égalité (c) peut
al ois, par substitution de la valeur précédente, s'écrire
sous la forme

i ) 4 ! J ! ( D
[ « ( , _ A? ) 2 _ 4 AJ— ( f i - A | ){[(£— A J ) 2 — 4 A J ] 2 - i 6 A 5 ( i — A j

Effectuons les calculs indiqués dans la parenthèse;
l'expression précédente devient.

X A| ( i53 — 44?. AJ H- 238 A* — 34 AJ H- A» ).

Transformons actuellement le facteur fractionnaire
en remplaçant dans son dénominateur (1 — Aï;) par la

quantité égale -~9 on trouve

•2 Ai

Remplaçons de nouveau (1 — Ai;) par la fi'action
9 A

égale—— ; nous trouvons, pour valeur du facteur fraction-

naire,
2Aj _ 2A^ _ A|xA;2

Substituons enfin à 1 — Â  la valeur égale —l-

A|X Af _ AAtAl



Jl en résulte que la parenthèse du dernier terme de

l'égalité (c) peut s'écrire

et qu'enfin l'égalité (c ) peut prendre la forme

(d) ! AAfA|
\ \ a i ó i •

d'où l'on déduit

A\2 Ai

Comme la parenthèse du second terme du second

membre est évidemment positive pour les valeurs de A3

qui ne surpassent pas y / j^ et à plus foi te raison -7 <^ \J\Y\ ;

que de plus, pour les mêmes valeurs de A3, cette paren-

thèse a une valeur inférieure à i53, il en résulte que le

premier terme du second membre peut être pris comme

valeur approchée par excès de A,, et que l'erreur com-

mise est moindre que la fraction ~-- ? qui admet

elle-même, comme limite superieure, = rr
'2048 x 210 ?21

IX. Les formules établies aux nos \ 1 , VII et Mi l ,

prihcs sous les formes

A l
( I O A . A )



permettent de calculer une des valeurs A au moyen de
la précédente, ou des deux ou trois précédentes, avec
une approximation indéfinie, à l'aide de la méthode des
approximations successives, et cela indépendamment
des valeurs de D et d.

On pourrait encore les appliquer en suivant des mé-
thodes diverses pour obtenir des valeurs approchées de
l'inconnue, mais le procédé qui nous paraît le phis
avantageux, et celui que nous allons appliquer, consiste
à prendre pour valeur approchée du premier membre
le premier terme du second ; nous éviterons ainsi
Temploi des logarithmes, et nous obtiendrons une ap-
proximation suffisante, pourvu que A soit assez petit.

Nous avons déjà trouvé directement, aux nos 111 et V,
les valeurs

A1==

A 3 = o ,

chacune de ces valeurs étant approchée à moins de —-
ri I OL2

par défaut.
En acceptant comme valeur approchée par excès de A/,

-~7 [(8A3 — Ao) X 4^ H- A,], l'erreur sera, d'après la fin
J OVTTT • c * * i53xi327

du n° V 111, inferieure a —̂  — •
' 221 X io2 1

Mais on a évidemment les égalités ou inégalités sui-
vantes :
i53 x i327 __ i53 x 337

2 2 1 X I O 2 1 *~ 27XTO21

= 153 x ( — V x -^—^ < 153 x i x '/ 3 3 \ ' 1
( x ——
\100 / 2 ' x 107 ^ 37 2 7 x io 7

55
35 x f27 x io7 io12

Si nous faisons le calcul de

Î - A 2 ) x \i



en prenant les valeurs approchées que nous avons
trouvées pour A|, A2, A3, la première et la dernière par
excès, la seconde par défaut, nous aurons pour valeur
approchée par excès 0,0 163630,22 185, quotient décimal

approché à moins de —— par excès; du reste, l'erreur

commise en remplaçant A,, A2, A3 par leurs valeurs
approchées n'atteint pas

—^7- x - — x ( 336 H - 4 ' 2 - + - ! ) < —l—i
I O 1 2 D I 2 I O 1 2

d où résulte qu'on peul prendre le quotient

0,016363922185

comme valeur approchée par excès de A4 à moins de —jt ?

et le nombre 0,016363922128 comme valeur approchée
par défaut du même nombre, avec la même; limite d'er-
reur.

Si actuellement nous répétons des calculs analogues
pour trouver une valeur approchée de Aj au moyen de
A2, A3, At, en observant que la limite supérieure du

terme néglige, a savoir =™—*? est moindre que le —-

de celle du terme négligé dans le calcul précédent,
puisque A2, A3, A5 sont respectivement moindres que
les moitiés de A t, A2, At}, et qu'en conséquence ce

terme négligé est moindre que —— ; que, de plus, Terreur

commise en substituant à A2, A3, At leurs valeurs ap-

prochées, et en développant le quotient en fraction déci-

male à moins de * par excès, est moindre qui'

I I „ l 3q
— r 0 ^' .— X ( Vib ^ >7 r j? - r f ) -+- — < —Y-S '
[ O [ - J 1 ••> 10 1 2 1012



nous en conclurons qu'on peut prendre comme valeur

approchée de A,3 par excès et à moins de — — le nombre

O,oo8i8i4i3437* et comme valeur approchée de Ad par
défaut et avec la même approximation le nombre

0,008181413397;
d'où

0,0163639*22128 <C A4.•< 0,016363922185,

0,008181413397 < A 5 < 0,008181413 f3j .

\ . Les valeurs de A auxquelles nous sommes actuel-
lement parvenus sont suffisamment petites pour que
nous puissions faire usage de la formule établie au
n° "VII pour obtenir les valeurs consécutives de A; nous
accepterons donc, comme valeur approchée par défaut
de Ac, TÊ(IO A5 — A4 ), et nous avons vu à la fin du n° VU

\ 5 o

que la limite de l'erreur commise était —— <" —-• Cal-
J 170 ^ 10 1 2

culons ^ ( I O A J — A - , ) , par défaut, en prenant Aj par
défaut et A4 par excès; la limite de l'erreur commise

sera —(10 X io -\- ÔH) X —n > moindre que —2-- II ré-
l ( ) ' J I O 1 2 J I O 1 2

suite de là que la valeur approchée par défaut et à moins

de —— de
i o 1 2

Yt(0,08181 » 133970 — o,016)63922183)

38est aussi approchée par défaut de Ab à moins de - - ;
II i I O I 2

d'où
0,0040906382^6 C Ar> < 0,004090608274.

On trouAe de même, par l'emploi réitéré de la même
formule et en prenant les mêmes précautions relatives à
l'approximation,

O , O O 2 O Î J 3 I O 5 J 7 C AT <[ o,oo2oj53io586,

0,00102265^206 , As ^ 0,001022654229.



( 24 )
i\ous avons ainsi trouvé des valeurs approchées de A6

i 38 , A j 20 i A '
a moins de —- , de A7 a moins de —~- et de A8 a moins

io1 2 io1 2

, 23de -—,-
io1 2

A8 est assez petit, comme nous allons le voir, pour
que nous puissions tirer tout le parti possible des
nombres que nous avons calculés, en tenant compte des
erreurs qui les affectent.

XI. Nous avo'ns posé au n° V A# = D*—dky nous
avons du reste vu, d'après le n° I, que

on en déduit
<4-M = 2 dL 4- A/,.

Faisant varier À, on trouve

dk — 'idt -4- A3.

db — idw 4 - A-,

Multipliant ers égalités par les puissances décrois-
santes de 2 à partir de 2^~4, on trouve, en les ajoutant
membre à membre,

( i ) d r = *P-* d3 -+- -2P- i A 3 - I - a f - o A* - H . . . •+- 2 A ^ _ 2 - h A ^ j .

Si nous posons/? = 8, nous aurons

( 2 ) ds = 2° <^-r- '2* A3 -1- 2 3 A4 -+- 2 2 A3 — 2 Ac -+- A7.

Remplaçons dans cette égalité ( 2 ) rf3, A3, As, . • ., A7,
par les valeurs approchées par défaut que nous en avons
trouvées, nous aurons une valeur approchée par défaut
de rf8, et la limite supérieure de Terreur commise surrf8

s'obtiendra en remplaçant au second membre de l'éga-



lité (2) r/3, A3, . . . , A7, chacun par la limite supérieure
de l'erreur commise sur ce nombre.

Nous rapportons ci-dessous Je Tableau de ce calcul,
en observant que nous n'écrivons que le numérateur de
la limite supérieure de chaque erreur, tous ces nombres
ayant pour dénominateur commun io*2.

Sur une ligne horizontale nous écrivons séparément
la valeur approchée par défaut de r/3 et le numérateur
de la limite de l'erreur commise sur ce nombre. Nous
multiplions ces deux nombres par i\ les produits sont
placés sur la seconde ligne horizontale. A ces produits
nous ajoutons respectivement la valeur approchée par
défaut de A3, et le numérateur de la limite de Terreur
commise sur A3 ; nous multiplions les sommes par 2,
et nous continuons de môme jusqu'à ce que nous ayons
fait l'addition de la valeur approchée par défaut de A7 et
du numérateur de la limite de l'erreur correspondante.

I 5 , !2'j70

3o,514103376022

32736610412

30,546839986934

61,093679973868

16363922128

6i,110043895996

122,220087791992

8181413397

122,228269205389

2Ï4,456538410778

4090638236

244,460629049014

{88,931258098028

488,923303^08585

i4

i5

3o

5 7

«7
174
4o

214

428

38

466
932

29

961

De là nous pouvons conclure que ds admet pour valeur



approchée par défaut 4 8 8 , 9 2 3 3 O 3 4 ° 8 J 8 5 , et que la

limite supérieure de l'erreur est —j-.

Xl l . Par le procédé employé au n° XI, on trouve
l'égalité

Si Â est le nombre des côtés du polygone admettant
pour diamètre du cercle inscrit dpi dp+n est le diamètre
du cercle inscrit dans le polygone dont le nombre des
côtés est À X 2", et dont le périmètre est aussi repré-
senté par / r X ° " ó nous pouvons en conclure, d'après
l'égalité des rapports des périmètres de deux polygones
réguliers d'un même nombre de côtés à celui des dia-
mètres des cercles qui leur sont respectivement inscrits,
que —/'^~ est le diamètre du cercle inscrit, dans le

polygone régulier dont le nombre des côtés est À X 2"
et dont le périmètre est h.

Divisant les deux membres de la dernière égalité (1)
par 2W, on en déduit

~~^r ~

Ou trouve de même, pour le diamètre du cercle cir-
conscrit au même polygone,

Ou voit facilement, d'après ces égalités, que -J^~-

croit avec ;?, tandis que —^~ décroit dans les mêmes

circonstances, tout en restant supérieur à -^~- d'une



quantité qui a pour limite zéro quand a augmente indé-

finiment 5 du reste, J)
n
n et —~~ comprennent entre eux

le diamètre de la circonférence dont la longueur est k',

on peut donc considérer le diamètre de cette circonfé-

rence dont la longueur est k comme la limite vers la-

quelle tend - 7 ^ quand n augmente au delà de toute li-

mite, et nous poserons

6 = lim —-— •

XIII. D'après les inégalités établies au 11" VI, nous
pouvons écrire

A / ; = A / ; = \ p ,

1 \ 1 \3 ^ \ -"J \
1 -*P 8 ~V \ a£>+l ^ 2 - * / "

1 \ 1_\3 ^ K ^ ^ \
2 -*ƒ>-»-/*—2 8 -^p+n- 2 ^ a / > + « —1 ^ - 2 -*/>-l-/i—2?

~2^p-hn—l ~2^p+n—l~ ° ^^ 2 ̂ p+n—1 "2-̂ /»-»-« —1 •

Multiplions les nombres écrits dans cliaque ligne ho-
rizontale par une puissance de ^ dont l'exposant soit
égal au rang de la ligne correspondante, et ajoutons
membre à membre ces deux séries d'inégalités ; on trouve,
en posant, pour abréger,

Observons actuellement que les termes contenus dans
la parenthèse qui donne la valeur de If sont, toujours



d'après les inégalités du n° VI, respectivement moindres
que les termes de même rang de la progression géo-
métrique décroissante

I I I I

il en résultera que S' est inférieur au | de la limite de la
somme des termes de cette progression, soit à

— A s

8 '' 1
i r

Dès lors, remplaçant S' par une quantité plus grande,
nous aurons

OU

Ces inégalités, ayant lieu (juel que soit 7̂ , auront lieu si
on le lait croître au de là detoute limite, et comme, dans
ces conditions,

limS = 6 — dp, lim Ap+H-! = o,

nous trouverons par cette hypothèse

d'où



( ^ 9 )
On peut donc accepter comme valeur approchée par

excès du diamètre de la circonférence dont la longueur
est k

et comme limite de Terreur commise ^ — •

XIV. Nous reportant au n° XJ, le nombre des côtés
du polygone régulier, dont le cercle inscrit admet pour
diamètre d%, est

nous pouvons donc déduire du numéro précédent que

représente par excès le diamètre de la circonférence dont
la longueur est représentée par i536.

D'après les valeurs numériques trouvées pour c/8 et A8,
et tenant compte des erreurs dont elles sont affectées, on
trouve dans ce cas particulier

0 < 488,923985179032;

la limite de l'erreur commise sur 6 est

1037
iol* '

Le quotient à moins de —— par défaut de i536* par

488,923985179032
est

3,141592653585.

On peut prendre pour limite de l'erreur commise sur
3,2 X lO3y

—7. T

488,9 x 101

1 . 3,2 X lO3y ^ - 7 1, .

le quotient —7. TÏ \ ~n> ' d ou
1 4889 x 1012 ^ io12



3 , 141 592653.")Cj3 est donc approché de ~ à moins de —{lt

sans qu'on connaisse le sens de l'approximation.

On trouverait - en divisant H par 1536.


