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SUR UNE FONCTiON QUI A UNE LIGNE D'INFINIS;
Par M. J.-B. POMEY.

On considére souvent en Analyse et I'on rencontre
dans la théoric du potentiel des fonctions qui sont dis-
continues le long de lignes.

Je me propose de former ici, a priori, une fonction
‘qui a une ligne d'infinis.

A cet eltet, soit @ une variable imaginaire. Jenvisage
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la série double dont le terme général est

T
(T — wy)z*'i’

x et y devant prendre toutes les valeurs entiéres posi-
tives et négalives, et  étant un nombre réel positif.

Je vais montrer d’abord que, si ® est imaginaire, la
série est convergente.

Les points qui sont les aflixes des quantités imagi-
naires & + w y sont les sommets d’'un résean de paral-
lélogrammes dont les cotés sont 1 et w.

Si r représente la distance de origine a I'un quel-
conque de ces sommets (l'origine étant naturellement
exclue du nombre de ces sommets), la série des modules
pourra éire désignée par

Y-
L 722
Je dis qu’clle est convergente.
Soient :

A un des parallélogrammes;

S sa surface;

ds un élément de son aire;

u la distance de Porigine a do;

r la distance de 'origine au sommet de A, qui en est le
plus éloigné.

On aura, en étendant P'intégration & tous les éléments

dsdcA,
*ds 1
/ i ,..,H./d‘

ou
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Cela posé, nous pouvons négliger, dans la série

Z ]
b
Pt 4

les termes qui se rapportent aux parallélogrammes A en
nombre fini qui ne sont pas complétement extérieurs a
un cercle de rayon R, dont le centre est a Porigine.
Alors la divergence ou la convergence de la série ne
pouvant étre alérée par cctte supprcssiou, etle signe de
sommation ne sc¢ rapportant qu'a des sommets exté-
rieurs a ce cercle, jaurai

Pintégrale est prise ici a Pintérieur de tous les parallé-
logrammes qui sont tout a fait extéricurs au cercle R, et
I'on aura, a fortiori,

Sﬂ 1 1 ds
Led 12 FX <g wera’

si on ¢tend en plus I'intégrale aux portions extéricures
an cerele R des parallélogrammes que ce cercle coupe,
de manicre que des lors Pintégrale est étendue a toute
la portion du plan extéricure au cercle R.

L'intégrale peut se calculer aisément en prenant pour
¢lément d’aire Paire comprise entre deux cercles décrits
delorigine comme centre avee u et u —+ du pour rayon

On a ainsi

ds du o/ 1\% 2T
. - 27 =— —\ — == .
Joure4 Joutr % \U*/R a R>

Donec on a
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Si donc  est imaginaire, la séric en question est con-
vergente.

Mais, si @ est réel, S est nul, et le raisonnement pré-
cédent tombe en défaut. De plus, x + wy s’annule, si ©
est commensurable, pour une infinité de valeurs de x ct
de y, la série diverge alors comme ayant une infinité de
termes infinis, parce que leurs dénominateurs sout nuls.
Et, si 0 est incommensurable, un raisonnement direct
connu, ou un résultat tiré de la théorie des fractions con-
tinues, nous apprend que x + wy peat e rendu
moindre que )—I/ pour des valeurs convenables infiniment
grandes de x et de¢ y; la séric diverge done encore,
comme ayant un nombre infini de termes infiniment
grands. Notre série double a donc bien une ligne d’in-
finis qui est axe des quantités réelles.



