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SUR UN PROBLEME DE POTENTIEL;
Par M. J.-B. POMEY.

Levve. — Ltant donnés deux cercles de diamétres
PO et PO, par le point P qui est ’un des points oit ces
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cercles se coupent, jeméne une sécante guelconquePCC/,
qui rencontre en C et C' les deux cercles. Sur elle, je
porte PD égal & la somme de PC et de PC!. Lorsque
la sécante tourne autour du point P, le point D décrit
un cercle qui a pour diamétre PQ, le point Q étant ob-
tenu comme extrémité d’une droite égale et paralléle
a PO menée par le point O'.

Si, en effet, G, C' et D sont les projections sur la sé-
cante des points (), O et Q, les points C et C' sont sur,
les cercles de diamétres PO et PO/, et 'on a PC=C'D
comme projections sur une méme droite de deux lon-
gueurs égales et paralléles. Alors on a

PC + PC'= PD.

Le point D étant la projection, sur une droite qui tourne
autour de P, d’un point fixe Q, décrit le cercle qui a
pour diamétres PQ.

On dit que PQ est la somme géométrique de PO et de
PO'. Silon avait porté O’Q, égal a O’'Q en sens directe-
ment opposé, PQ, aurait été la différence géométrique,
et, si jappelle E la projection de Q, sur la sécante,
j'aurai PC'— PC = PE. Ce point E a pour licu un cercle
déerit sur PQ, comme diamétre. Dans ce qui suit, nous
conservons les mémes notations.

Cela posé, on donne le point fixe P et deux cercles de
rayons R et R’ décrits autour de O et de O' comme
centres, il s’agit de mener par P une sécante telle que
Pon ait ‘

(1) PC — PG = (PO’ —R?) — (PO?—R").

Interprétons d’abord cette équation. Supposons que
les segments interceptés sur la sécante par les cercles O

et O’ soient réels : soit 2\ le segment intercepté par la
sécante dans le cercle de centre O et de rayon R; en
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égalant deux expressions de la puissance du point P par
rapport au cercle O, on aura

(2) 1362— R2= P-Cz— A2,

et, dans le second cercle, on aurait de méme
—2 —_—2

(3) PO"— R2= PC"— 2,

2 étant le segment intercepté sur la sécante par le
cercle de rayon R'; on en déduira que 2p et 2 sont
égaux, en égard 4 I'équation (1). C’est ce qu’elle exprime.

Ainsi I'on demande de mener une sécante sur laquelle
les deux cercles interceptent des segments égaux.

Supposons maintenant que ces segments soient ima-
ginaires, et soient £, ¢’ les longueurs des tangentes menées
du point P aux cercles O et O'. Avec ces tangentes, que
je supposerai réelles, comme rayons, je décris autour du
point P comme centre deux cercles (¢) et (¢'), lesquels
interceptent sur OC et sur OC' respectivement deux
segments 2 ¢t 2p’. Nous aurons, en égalant, comme
précédemment, deux expressions de la puissance des
points O et O par rapport a ces cercles,

4 PO — 12 = 0C — 2,
) PO"— 2= OC "~ p;

mais om a, en ajoutant membre a membre les équa-
tions (2) et (4),

26?2— R2—2= 662—1— ITC‘Z——()ﬁ—f— A'2),
Oron a

el
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car POC est un triangle recltangle, et de méme ¢, R ct
OP forment un triangle qui est aussi rectangle.
11 reste donc
W24 N2=o.
Ainsi, quand X cst imaginaire, ¥ est récl, et 'ona

=12,
On aura de méme
pE=— 2,
Dans le cas ou le premier énoncé n’a pas de sens, on
y substituera donc celui-ci, a condition que P soit exté-
ricur aux deux cercles : Mener par deux points O et
O’ deux droites paralléles sur lesquelles deux cercles
concentriques (t), (t'), de centre P, interceptent deux
segments ¢gaux.
Notre équation (1) revient a

(15is) PD.PE =—(P0"—R2) 4+ (PO"— R™2).

Or, avons-nous vu, les points D et E décrivent deux
cercles de diamétres PQ et PQ,. Mais, d'aprés I'équa-
tion (1 bis), si le point D décrit un cercle, le point E
doit décrire la droite qui en est la transformée inverse
réciproque. Ce point devra donc se trouver a I'intersec-
tion de cette droite et du cercle déerit sur PQ, comme
diamétre.

La solution de ce probléme conduit a un résultat
curieux. .

Si ds est un élément de courbe, ds’ I'élément de sa
transformée par rayons vecteurs réciproques, p et o' les

rayons vecteurs, on a
ds ds'

P

e

’(\’

d’ou il suit que, si deux arcs finis de courbes transformées
I’'une de I'autre sont chargés de matiére de densité 1, le
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potentiel au pole y est le méme que celui qui est dit a
I’autre.

Soient U et V les potentiels au pole de deux droites
de longueur 2p chargées d’une masse de densité 1 et
situées aux distances a et @' du pole, de maniére que la
perpendiculaire abaissée du podle $ur elles tombe en
leurs milieux. On aura pour potentiel en P de la pre-
miére droite la valeur de I'intégrale suivante ou x dé-
signe la distance d’un élément a I’'axe mené par P per-
pendiculairement a la droite dont nous cherchons le
potentiel

U=a2 Podr
0 Var+ 22
Je pose
Var i =—z+t;
d’ou
al=—aotr 4+ t2
et
tdr +axdt =tdt
ou
dx _dt,
Vara? e
d’ou
P dr —
‘Zf ‘/aT’——; = z[log(x+/a2+ .Zz)]{)).
0 e ol
Il vient
L T Y il Al Var + p?
2 a
ou
2 2 1
prvai+p _ Lo
a0
d’ou
af ¥ =Y
p= —(ez e 2)
ou

p:asinhypg-
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Pour 'autre droite a distance &', nous aurons

. A
p = a'sin hyp Py
d’ou

l

. U
sin hyp 5

.

a
a

. \%
sin hyp >y

Si je transforme par rayoms vecteurs réciproques,

a . . .
- se change dans le rapport inverse, et j’aurai

. U
sin hyp 5 N

3

. \%
hyp —
sinhyp —

U et V ne changent pas. Les droites deviennent des
arcs de cercles, et la solution géométrique donnée plus
haut sert a résoudre la question suivante : Etant donnés
deux cercles concentriques (1), (') et deux points O,
O', mener par P, d’une part, et O, O’ respectivement,
d’autre part, deux cErcLEs TANGENTS, tels que les va-
leurs en P des potentiels U, V dus aux parties de ces
cercles qui sont extérieures aux cercles donnés (t) et
() respectivement satisfassent & la relation

. U
sin hyp 5 a
_— ‘_l_';

sin hyp%

c'est-a-dire que le rapport des sinus hyperboliques des
demi-potentiels est alors celui des rayons des arcs de
cercles. 1l suffit de faire une transformation par rayons
vecteurs réciproques pour construire ces arcs, lorsque
le probléme est possible.



