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NOTE SUR L'HYPERBOLOIDE;
Par M. MANGEOT,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Troyes.

On peut déduire de la théorie des invariants quelques
propriétés des génératrices de 'hyperboloide a une
nappe.

Concevons que l'on construise un parallélépipéde P
sur trois génératrices quelconques de méme systeme, en
faisant passer par chacune d’clles un plan paralléle aux
deux autres. Appelons 2a, 23, 27 les longueurs de ses
arétes, et S, & ses deux sommets non situés sur I'hyper-
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boloide. Menons par le centre O de la surface les pa-
rali¢les Oz, Oy, O z aux trois génératrices considérées,
dans des directions telles queletriédre Oxyz comprenne
dans son intérieur I'un des points S, §'.
I’hyperboloide est représenté par I’équation

yz . sw @
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relativement aux axes O, Oy, Oz, et par 'équation
X2 Y2 7.2
T T RETaTIEe
rclativement 4 ses axes de symétrie.
En appliquant les théorémes sur les invariants a ces
deux équations, on obtient les relations

(1) a8y y/D = Labe,

(2) 2(1‘1+{3'3+~('2)——92=a'3+b2—c'2,

1
b2

(3) =2u(cosh —cosu cosv):al)c;/ﬁ(é -+
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ou 'on a posé
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A=y03 . n=30ug, v=2x0y,
D =1— cos?k — cos? . — €052V - 2COS A COS % COS Y,

p2= a2+ B2 y2~ 2By cosA + 2yz cos . + 228 cosv.

La relation (1) exprime que le volume du parallélé-
pipéde P, construit sur trois génératrices quelconques
de I'hyperboloide, est constant et égal a la moitié du
volume du parallélépipéde construit sur ses axes 2a,
2b, 2c.

La formule (2) traduit cette propriété des hexagones
gauches, a cotés opposés paralléles, que ’on peut placer
sur I'hyperboloide :

La somme des carrés des six cotés de I'hexagone, di-
minuée du carré de la distance SS' des deux points ou
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concourent les plans de ses six angles, est constante et
¢gale i la somme algébrique des carrés des axes de I'hy-
perboloide.

Quant a la relation (3), dans laquelle le coeflicient
cosh — cos w cosv de 2a représente la projection surOy
(ou sur Oz) d’une longueur que I’on sait construire ('),
clle peut s’interpréter de la maniére suivante :

Soient SA, SB, SCles trois arétes du parallélépipéde P
(ui partent d’'un sommet S non situé sur ’hyperboloide.
Dans le plan ASB de deux arétes, menous a ’'une d’elles,
SA, une perpendiculaire ST, dirigée du méme coté que
la seconde arcéte SB, ct prenons sur cette perpendiculaire
une longueur ST, égale a la distance du sommet A a la
droite SB; puis projetons cette longueur ST, sur la
troisicme aréte SC. Cette projection, ajoutée aux deux
projections analogues relatives aux points B, G, donne
une somme qui est proportionnelle au volume du paral-
1élépipéde construit sur les droites S\, SB, SC, avec des
longueurs d’arétes égales a a, b, c¢. Le coeflicient de
proportionnalité cst

Examinons deux cas particuliers:

™
[° \:{L:-—a

2
Les relations (2) et (3) deviennent

(a2+ B2—2af cosv) + 2= a2+ b2 — ¢?,
be  ca ab>
— .

2v = tangv -
! ° (a b c

(') Se reporter 3 la démonstration des formules fondamentales de
la Trigonométrie sphérique.
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La premiére de ces deux {ormules montre que la diago-
nale (autre que SS') du parallélépipéde droit, construit
avec trois génératrices d'un hyperboloide dont deux
soient perpendiculaires sur la troisiéme, a une longueur

constante et égale 4 2 ya®+ 62— c2, ou bien encore que
les points de la surface par lesquels passent deux géné-
ratrices rectangulaires sont sur une sphére concentrique

dont le rayon est y/a* + b2 — ¢2. C’est le corollaire bien

connu du théoréme de Monge.

La seconde formule signifie que la longueur de la
corde interceptée par la sphére de Monge sur une géné-
ratrice de I'hyperboloide est proportionnelle a la tan-
gente de I'angle des deux autres génératrices qui passent
par les extrémités de cette corde.
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L'hyperboloide est alors équilatéral.
En divisant la rclation (2) par le carré de la for-
mule (1), on obtient
1 1 1 1
(- 4 4

s Tt st ey = - =75
;jz.l,ﬂ v2al a2 ?2 622 c2a? a2 ?

On voit que, si I'on construit un parallélépipéde sur
trois génératrices rectangulaires deux 4 deux d’'un hy-
perboloide équilatéral, la somme des carrds des inverses
de ses faces est constante.



