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~ NOTE GEOMETRIQUE ;
Par M. Geminiano PIRONDINI.

Soient % une ligne plane quelconque, 2, sadéveloppée,
h2 la développée de Ry, hy la développée de k., etc.; dé-

signons par s, sy, Sa, S3, ... les arcs, par de, de,, de.,
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deg, . .. les angles de contingence, par g, 0, 02, 85, + . .

les rayons de courbure de ces lignes; on aura

(13] = (lIQ, ng: dpl, dS3'—“— dr’/g.
ds = dE, = dEg: d£3:.. .

_dsy _do . ds  do
nEE TR TR
dp, ﬁdﬁ dg,

=Gy TPas d TP as
— o %2 _  dovdpy _ dps
=Py TP s do, TP s

Cela posé, si les lignes %, &, sont identiques et si le
rayon p s’exprime en fonction de I’arc s, comme il suit

p=09(s)
nous aurons
. pr=9(s)
Par conséquent,
=% 20,
gls1) = p—e =9(s) —5—;
mais
si=p—K=u0(s)—h (K = const.);
donc
. d o(s
(v ?[?(s)—l\lm?(s)—;,i—)

ou le premier membre indique le résultat de la substi-
tution de la fonction ¢(s) — K a la variable s dans la
fonction o(s).

Réciproquement, si la fonction ¢(s) de I'arc s, expri-
mant le rayon de courbure d’une ligne %, vérifie I'équa-
tion (1), nous aurons, pour le rayon de courbure o,

de Ay,

d o(s)
s

d
p1=pd~§ =o(s)—— =¢le(s)—h|=glp—K)=¢ls1),

c’est-a-dire que le rayon p, s’exprime en fonction de s,
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précisément comme p s’exprime en fonction des: par
conséquent, les lignes %, I, sont identiques.
On a donc le théoréme :

Pour guune ligne plane h et sa développée h, soient
identiques, il faut et il suffit que la fonction ¢(s) de
Uarc exprimant le rayon de courbure de h wvérifie
I’équation (1).

Si la ligne 4 et sa seconde développée I, sont iden-
tiques, le rayon p, doit s’exprimer par s, précisément
comme p s'exprime par s, c’est-a-dire

Orona

da d [/ dp do
92=T;P=Pﬁ}<9";>=?(3)d[ o(s) — (g)

Donc :

Pour qu’une ligne plane l et sa seconde développée h,
soient identigues, il est nécessaire et suffisant que la

Sonction o(s) de l'arc s, exprimant le rayon de cour-
bure de h, verifie 'équation

#| e D5 =] = e G o0 L2

Si k est identique 4 sa troisi¢éme développée, la fonc-
tion ¢(s) doit vérifier I’équation

255 [o( e
d

“’(3)([ 3?(?)(1 [o(s) (s )]s

1

l
)
?
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Avec un procédé analogue, on peut trouver aisément
I’équation qui doit étre vérifiée par la fonction ¢ (s) pour
que la nieme développée de / soit identique a laligne pri-
mitive. Le premier membre de cette ¢équation, si ¢(s)
est une fonction algébrique de s du degré m, est du
degré

(nm —n—+1)m,

tandis que le second membre est du degré

(n+1)m—n.

On doit donc avoir
(nm—n+1)ym=(n-+1)m—n,

c’est-a-dire

n(m—i12=o
ou bien

m =1.
Donc :

Pour qu’une ligne plane h, dont le rayon de cour-
bure est une fonction ©(s) algébrique de l'arc s, soit
identique & une de ses développées, il est nécessaire que
©(s) ait une des formes suivantes

9(s) =as—+b,
olt a et b sont des constantes;

P(s)
?(8) - ‘Q(S)’

ot P(s), Q(s) sont des polynémes du degré n, n —1
respectivement ;

‘?(s) = '\VR(S)a
ot R(s) est un polynéme dudegré n— .

Si

o(s)=as+ b,
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on a
ole(s)—K|=a(as+b)—ak+ 0,

?(S)

o(s) =a(as-+b),

ct I'on rend toujours égales ces expressions en prenant
, b . . . .
K = =; mais, parmi les lignes planes, les spirales lo-

garithmiques scules ont leur rayon de courbure expri-
mable par une fonction linéaire de I’arc.
Donc :

Intre les lignes planes dont le rayon de courbure est
exprimable par une fonction algébrigue enticre de
Uarc, les spirales logarithmiques seules ont pour dé-
veloppées des lignes ldentzques aux primitives.

Il est clair, d’ailleurs, que toute spirale logarithmique
jouit de cette propriété, puisque la développée d’une
spirale logarithmique 7 est une nouvelle spirale loga-
rithmique %, dont I'inclinaison 7, surles rayons vecteurs
est la méme que l'inclinaison i de & sur ses rayons vec-
teurs; conséquemment %, &, sont identiques.

Si

P(s) = ‘/ﬁm,

la condition (1) devient

K)z _b+acs
B

\/a—i—b(\/a—i—bs—kcs’l~K)+c(¢a+bs+cs2~ s
¢est-a-dire
jeRi— 46K+ fa—+fac— b2+ 4(b— 2cK)y/a + bs + cst = o.

Cette équation se dédouble comme il suit

b—a2ch =o, 4cK2— 4OK + fa+ jac—b2=o.

. b .
La premiére nous donne K = —, et, si I'on porte cette
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valeur dans la seconde égalité, celle-ci devient
(1+c¢)(4ac —b2) = o.

La condition 4ac — b*= o exprime que le trinéme
a -+ bs - cs? est un carré parfait, et 'on revient ainsi au
cas de la spirale logarithmique. L’autre condition
1 4+ ¢ = o nous offre

o(s)=vVa-+bs—s2.

Je dis alors que la ligne / est une cycloide. En effet,
lorsque le rayon du cercle générateur de la cycloide est
R et que les axes coordonnés sont la tangente au sommet
et I’axe de la ligne, on a

p:z‘/ili‘l—zl{x, s=2y2Ra,

e sommet étant 'origine des arcs s.
1 t étant 'origine d

Si P’on élimine x entre les deux égalités précédentes,
on aura

p= VIGRZ— 52,
renons pour origine des arcs s le point P de la courbe

P p gined le pointPdel be,
tel que I'are compris entre P et le sommet soit d'une
longueur /; on obtient alors de la précédente

o= V16R*— A2 2/s — 52

On voit douc que la fonction

e :(?(S): \/a+bs — 52

correspond effectivement a une cycloide dont le rayon

du cercle générateur est §y/4a + b3 le point de la ligne,
\ R . b

d’ou 'on compte les arcs s, est a la distance - du som-

met.
On a donc le théoréme :

Lntre les lignes planes dont le rayon de courbure
Ann. de Hathémat., 3 serie, t. V. (Octobre 1886.) 3o
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est exprimable par une fonction de s de la forme
Va -+ bs + cs2, la cycloide seule a pour développée une
ligne identique & la primitive.

Toute cycloide a cette propriéte.

On peut considérer une ligne courbe comme la limite
d’unc ligne polygonale dont le mnombre des cotés
augmente indéfiniment ; pour que deux lignes courbes 7,
I, soient semblables, il est donc nécessaire et suffisant
que, entre les arcs élémentaires ds, ds, ct les angles de
contingence ds, de, des deux lignes, subsistent les rela-
tions

ds = k ds, dz = dz
(k étant le rapport de similitude), ou bien les autres

p=hko, s = ksy.

Supposons que les rayons de courbure o, 5, s’expri-
ment en fonction de s et de s, comme il suit :

p=ols),  pr=9(s1)

e - . S .

Si, dans la fonction 4 (s,), on change s, en 7> on doit
49

L Cest-a-dire ~ o (s 1 : . eette

7 £ Cest-a-dire Zf(.s)q quel que soit 5,3 cette

condition est remplie lorsque

obtenir

I
b(s1) = 7 o(hs).
Réciproquement, si

1
p=15(s),  p=qelksy)

sont les rayons de courbure des lignes 7, 7, il est évi-

a .
dent que, pour s = a, s, = 7> on obtient

I

p=2(a)  m=ge(a)=1p

K

ce qui prouve que les lignes %, &, sont semblables.
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Donc :

Pour que deux lignes I, h, soient semblables, il faut
et il suffit que les rayons de courbure 3, o, s'expriment
en fonction des arcs s, s, de ces lignes, comme il suit :

e=9(s)  pi=go(ks).

Si & est une spirale logarithmique,
c=as—+b,

ct nous aurons, pour le rayon o, d’unc ligne /1, semblable
ah,

1 n
p1=7 (mhs;+n) = ms;+ -
3 k

JA
La ligne %, est donc une spirale égale a la primitive,
puisque les deux lignes i, 2y ont la méme inclinaison sur
leurs rayons vecteurs.

Soient 1, by deux cycloides engendrées par des cercles
de rayons R, R, ; prenons pour origine des arcs s, s, deux
points P, Py, tels que les arcs /i, 1y des lignes compris
entre ces points et les sommets respectifs soient pro-
portionnels aux rayons R, R,. Alors

Rlzj—{s /l':?v

p=V16R2— A2 —alis — 52,

16 R2— A2 ol R
= —_l('z——i__TSl_—SI

= ]—‘\/IGR‘Z—/I,'Z-'— 2l hsy— (Lsy)2.

La condition de similitude est donc vérifiée.
Par conséquent :

Deux cycloides quelconques sont toujours semblables,
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et le rapport de similitude est égal au rapport des
rayons des cercles générateurs.

Si la ligne %, est la développée de %, la condition de

similitude entre 7, %, devient
- c?(mcl) = o(s) d (’(5),
mais
si=p—K,
donce
¢ m[z?(s) - K]t =m w(s)d (Q)

ou bien

$
(2) '{a[mo(s)—n]—mq)(s) ( ),

Pour que la développée d’une ligne I soit une
ligne hy semblable a la primitive, il faut et il suffit
que la fonction o(s) de l'arc exprimant le rayon de
courbure de h vérifie la relation (2).

Si & est semblable a la seconde développée %y, on a

o(msy)=m ?(3)%[?“)({2‘58)];
mais

$y= p,wl\—pd——-' —K:(?(S)‘__i%‘:f_)_l(;
la fonction () doit donc vérifier la relation
R

ou bien 'autre

e L5 — ] = mts) o0 5],

s

On trouverait pareillement les conditions pour que la
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ligne primitive % soit semblable a la troisiéme, 4 la qua-
wriéme, ... développée.

Si /i, est la ligne enveloppée par les droites qui font
le méme angle § avec les tangentes d’une ligne plane 7,
les coordonnées xy, y, d’un point quelconque A, de /%,
sont liées aux coordonnées x, y du point correspon-
dant A de % par les équations suivantes

zy =z + p(cos0 cosx + sinb cos}) sin0,
y1=y -+ p(cosb cos B+ sin0 cos p.)sinb,

ou p est le rayon de courbure de %, cosa,cosf,
cos A, cosy sonl les cosinus directeurs de la tangente et
de la normale principale de 4. Si s, s, sont les arcs de
Iy Iy, on déduit des égalités précédentes (en appliquant
aussi les formules connues de J.-A. Scrret)

dry dsy dp . .

o ds <0050+ Esmﬂ)(cos() cosa + sinf cos}),
dyl dSl _ R dp . . .
s ds = <cosf)—:— E;smﬂ)(cosﬂ cos 3 + sinf cosp);

d’ou 'on tire ’
dsy = (cost + P sing) d
S = COS %Slﬂ S

ct, par conséquent,

dzy = cos0 cosa -+ sin0 cosA,
d81 ‘

b _ cosf cosf + sinf cosp.
dS1

Puisque ces égalités nous offrent

d2zy _ coshcosh —sinf cosx
ds? dp . ’
I <c050 -+ 75 Sin 0)

d2y,  cosfcosp —sinBcosf
T = ’
st p<c050+ —thsiné)
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le rayon de courbure p de /, aura pour expression

dp .
= p(cosb + —~sm0>.
d2.zl P( ds
2 dsi
La ligne %, sera donc semblable a la ligne % lorsque la

fonction p(s) de 'arc s, exprimant le rayon de courbure
de /b, vérifiera I'équation

qgm[scosf) +<9(s)sin6—K]= =m [cosﬁ+d Zis)sinﬁ]?(s)-

Les lignes %, &, seront égales lorsqu’on aura

. . _ do(s)y . o,
9[scos0 + o(s)sind — K] = [0050+ s AsmﬂJ o (s).

Si, par exemple, % est une spirale logarithmique,

p=as+b;
par conséquent,

o[scosh +o(s)sinh — K|
= a(cos® + asinf)s + a(bsind —K) -+ b,

cos—+ © l(g) sinh = a(cosb + asinf)s + b(cosh + asinbh).

La condition d’égalité des courbes /i, I, devient
a(bsind—K) -+ b = b(cos + asinb),
que l'on peut toujours vérifier en prenant

b(1— cosf)
a

» K=

Si donc la ligne % est une spirale logarithmique, Ia
ligne /iy, enveloppée par les droites qui font un angle
constant avec les tangentes de /1, est une nouvelle spirale
identique a la primitive.

Les spirales logarithmiques égales 2, , ont le méme
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pole O; on obtient donc 2, dans sa position en faisant
tourner / d’un certain angle convenable / autour de O.
Nous allons déterminer cet angle .

Fig. 1.

Si l'on désigne par i linclinaison constante des
lignes %, /i, sur leurs rayons vecteurs, on a

p=as-—b=scoti—+b.

Soient (A, A,), (B, B) deux couples de points corres-
pondants sur les lignes %, 2,; si 'on suppose B choisi,
de maniére que
BB, — AA, Sn(i+0)
! -t sinz
on obtient, pour le rayon de courbure (p,),, de 7, au
point A,,
. . in(¢+0
(p1)a,= (cos® +sinB coti)pa = AA, M
sint

Les rayons de courbure des lignes 7, /i, en B et A, sout
donc égaux; par conséquent, B et A; sont, sur les
lignes égales &, &, correspondants; on aura donc

R
y = BOA,.
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Si wy, w, sont les angles polaires relatifs aux points
A, B de 4, et si R, estle rayon vecteur initial, on a

OA = Rgewicots, OB = Ryew:eote,

d’ou 'on tire

(_)E = elws— wy)cots — eﬁl\lcou
(ORN

Je dis que les triangles OAA,, OBB,, ... sont sem-

4 N
blables; en effet, dans le triangle OAA,, I'angle OA A
est I'inclinaison de la spirale 2, sur ses rayons vecteurs;

done
TN
OAA=1.

, y <O .
Pour évaluer I’'angle OAA,, conduisons la normale AN
et la tangente AT a la ligne 25 nous aurons

d’ou
P = X
AMAO=AAN+NAO=0—..
Le triangle OAA, reste donc toujours semblable a soi-
mc¢me lorsque les points correspondants A, A, se dépla-
cent sur les lignes respectives. Par conséquent,

OB _ BB, _ sin(i+0)

ON ~ AA, sint
c'est-a-dire
sin(i+ 0) = e@”"“-
sini '
d’ou
AOB = tangi[lo w] .
sini

Dans le triangle AOA,, on a, pour l¢ troisiéme



=7n—0— [log smgfn_:o)]tangi.

On a ainsi le théoréme :

On obtient la spirale logarithmique h, dans sa posi-
tion, en faisani tourner la spirale l autour de son pile,
et dans la direction des rayons vecteurs croissants,
d’un angle
sint

y=7—0 [logm]tangt.

Si§= E, laligne %, estladéveloppée de h, etI’angle
est alors déterminé par 1'égalité
™ . .
L=+ (log tang ) tangi.

Lorsque i = 45°, 7 est un angle droit.
Si I'angle i vérifie la relation

1y

vla

~+ (log tang?) tangi = o,

la développée %, de la spirale & est la spirale méme. En
faisant alors rouler, sans glissement, le plan de la courbe
sur une surface développable quelconque, on obtient
une surface moulure de Monge, qui contient tous les
centres de courbure d’un systéme. Une telle surface a
été mentionnée par Binet (Journal de Liouville, 17¢ sé-
rie, t. VI).

Si £, est la développée d’une spirale logarithmique,
hy celle de hy, h; celle de k., ..., on obtient les lignes
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égales Iy hy, hy, Iy, ... par des rotations de 2 autour de
son pole. Lorsque 'angle i vérifie la relation

T . .
a[; -+ (log tangz)tangt] =92br

ou bien I'autre

, . _4b—a

(log tang?) tangi = 17 T,
a et b étant des nombres entiers, les lignes &, Iy, lio, . ..
forment un systéme fermé, composé de a spirales loga-
rithmiques égales entre elles; une ligne quelconque 7,
du systéme a pour développée la ligne successive 2, ,
la dernicre ligne a pour développée la primitive L. Si
P’'on fait rouler, sans glissement, le plan des lignes sur
une surface développable quelconque, chaque spirale
engendre une surface moulure de Monge. On obtient
donc un systéme fermé, composé de a surfaces moulures,
dont chacune a pour une de ses développées la surface
moulure suivante.

Soit /i, une ligne paralléle a laligne 73 si /i est ladis-
tance constante entre deux points correspondants de 7,
Iy, et que (p,s), (21,5,) sont le rayon de, courbure ct
I'arc de %, /,, nous aurons

ds
pr=p+h, dsy=ds + h—,
d’ou l'on tire

cosi=K4+s+ 0 % (K = const.).

Si p == 9(s), laligne 7, scra égale a la ligne /i lorsque
p1=%(sy), ¢’est-a-dirc lorsque la fonction ¢(s), expri-

-6

)
mant le rayon de courbure de 7 vérifie Péquation

h+-'f(s\=9[l(+.x+/z /""((IZ)‘-
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Lxemple. — Si Pon suppose
o(s) =vas+0,
h+9(s) = h+yas + b,
?[K—i—s—*—hfc—((l';-)] :\/a<K+s—|— %JW) -+ b.

La condition d’égalité des lignes %, %, devient alors

on a

Iﬂ—|—as~+—b+2h‘/as+6:a<l\'+s+ %{-l;/as—i—b) + b,

(u'on peut toujours vérifier, quelle que soit %, en pre-
nant
K= —.
a
On conclut que la ligne, dans laquelle o = \as -+ &,
est identique a toutes ses paralléles.
On voit aisément que la ligne % est une développante

’ a . . dp
d’un cercle de rayon 55 en effet, la relation py=p =

entre le rayon de courbure o d’une ligne et le rayon de
_courbure p, de sa développée nous donne

a
1=z
Une ligne sphérique est complétement déterminée

lorsque son rayon de courburc géodésique R est donné
en fonction de I'arc s. Fn effet, entre le rayon de cour-
bure géodésique R et le rayon de courbure absolue p
d’une ligne placée sur une sphére de rayon A subsiste
la relation

1 T 1

sV e TR

D’ailleurs, si r est le rayon de torsion de la ligne sphé-
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rique, on a aussi
L[4
/L2=pﬁ+1-<£) ’
d’ou 'on tire
‘/hz__ 02
dp
ds

r=

Si donc R est une fonction connue de 1’arc s, on aura
b

aussi p et 77 en fonction de s; par conséquent, la ligne est
complétement déterminée.

Comment le rayon de courbure géodésique R d'unc
ligne sphérique % doit-il étre exprimé en fonction de
Parc s, pour que la développée sphérique %, de % soit
identique a la ligne primitive?

Nous allons résoudre cette question.

Considérons deux points consécutifs A, B de 7, et
soient A,, B, les correspondants de %, ; les arcs de grand
cercle AA,, BB, forment entre eux un angle infinité-
simal, I’angle de contingence géodésique dc,, de /4y en
A,.Orona

AB = J sin (A—A—‘ > deres
s s
ou bien
ds = hsin (f—:) dzig:

d’ailleurs,
ds, = dR.
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Le rayon de courbure géodésique R, de %, est donc dé-
terminé par la formule

dsy dR R®
R;= d:p._]bd—s sm(h)-
Si
R =¢(s),

pour que %, soit identique 4 %, il faut et il suffit que
soit vérifiée la condition

. , R, = p(s1)
ou bien I'autre

ps0) = h T i [ 2],

mais
si=R—K=g¢(s)—K,
donc
. d o . )
(3) o[o(s)—K]=h ;gﬂsm[ijj_)],

c’est-a-dire :

La condition nécessaire et suffisante, pour que la dé-
veloppée sphérique d’une ligne placée sur une sphére
de rayon h soit identique & la ligne primitive, est que
la fonction ¢ (s) de l’arc, exprimant le rayon de cour-
bure géodésique de la ligne, vérifie la relation (3).

On peut aisément établir la condition pour que % soit
identique 4 la seconde développée sphérique; en effet,
on a

(IR, G R
Ro=1i l, n(—h—)

= A2 d[% Si"@)] sin [dR <R>]

dR s (7

Le premier membre R, doit étre formé par s, comme R
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I'est par 55 conséquemment, si R = «(s),

) N - AR . /R .
Ri=2(s2)=¢(R—h)= L‘Jl‘h—ﬁ; sm<z) — K

La condition demandée est donc la suivante :

bpdels) sin[i(ig—)] —K
{ ] h

-G

s

(lgig(is)sin["(“]s .
= /2 A———ds - v~—h~— - SInS(/—L(‘S)Si“ [?(S)R.
dR { ds h

On pourrait trouyver aisément la condition qui doit
¢tre remplic par la fonction ¢ (s) ponr que la ligne sphé-
rique / soit égale a la troisiéme, a la quatriéme, ... dé-
veloppée sphérique.

Je vais enfin démontrer un théoréme constituant une
généralisation du théoréme bien connu de Joachimsthal
sur les lignes de courbure planes d’une surface.

Soient «, v les parameétres des lignes de courbure d’une
surface quelconque S, et soit Sy la développée de S par
rapport aux lignes « = const. Sur la surface S, les lignes
« = const. sont des géodésiques, er les tangentes aux
courbes v = const. le long d’une méme ligne % du sys-
teme u = const. forment la surface développable po-
laire £ de la ligne correspondante A de S. Désignons par
o 'angle formé par les courbes u, ¢ sur la surface S, et
par @ 'angle que la binormale de 7 forme avec la nor-
male a la surface S an méme point; nous aurons

w =17
7

d’ou Yon tire, en désignant par s I'arc de 7,

Oow 0o " [ /
— dU = =—— i = - ds.
Jue du ds
Jdw , . , . .
Or 5 du étant Pangle formé par deux géndératrices con-
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sécutives de X, c’est-a-dire 'angle de contingence de
Uaréte de rebroussement de I, est aussi 'angle de torsion

A de /i. On adone

T
ds 00
T ~ os ds;
d’ou
109
T o5’

Soit, réeiproquement, /r une telle ligne d’une surface S,
que, entre I'angle © formé par la binormale de 7 avec la
normale a S au méme point, subsiste la relation précé-
dente. Je dis alors que % est, sur la surface S, une ligne
de courbure.

En effet, soit Sy une surface dont 7 est une de scs
lignes de courbure; si 'on désigne par v, 'angle que la
binormale de /4 forme avec la normale de Sy, on aura

1 Jg,

T s’
Par conséquent,

9% _ ¢

s T~ Os

d’ou 'on tire

Cette égalité démontre que les normales 4 la surface S le
long de A forment une surface développable; /i est donc
une ligne de courbure de S.

On a donc le théoréme :

La condition nécessaire et suffisante, pour qu'unc
ligne h d’une surface soit ligne de courbure, est que la
différentielle de I’angle que la binormale de . _forme
avec la normale & la surface soit égal a l’angle de
torsion de .
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Lorsque % est plane,
I =o,
et I'on obtient le théoréme de Joachimsthal.

Si I'on suppose que la torsion de % soit constante, on
aura

fl

¥
==

=a,

d’ou
s = as + .

L’angle ¢ est donc une fonction linéaire de I'arc de la
ligne.
Lethéoréme précédent peut étre énoncé comme il suit :

Si Pon fait tourner les binormales d’une ligne &
double courbure dans les plans normaux, autour des
points de la courbe, d’un angle dont la différentielle
soit égale & 'angle de torsion de la ligne, on obtient
une surface développable.



