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SUR LES SOMMES DES PRODUITS £ A A (A=1,2,3,...)
DES NOMBRES NATURELS;
Par M. V. MOLLAME,

Professeur a I’'Université de Catane (Sicile).

Soit S;, la somme de tous les produits £ a k des
nombres 1, 2, 3, ..., n. On aura

Skn=o, si k>n,
et

Srpn=n!, si k=n.
Faisons, par convention,

SO’O =1, So’n: 1. SO’_1 =1.

Cela posé, si n, r, u, © sont des nombres entiers po-



(365
sitifs, ¢t @, & deux nombres quelconques, on aura la
relation

[ (@4 b)r=08y

r=n p=w

(1) « :
) ’ 22 <:l ) 2 Sg.,r-—l Sn)——p.,n—l'—i ar—kbn—w—ur—p),
! p=0

r=0

On sait, en effet, que, en posant

. ?.T_,_ ”(a’)_:_l'):ri—y- a(a+/c:('a+2l:)rs+‘..
L ala~k)...la+(m—1)k]

= w(a).
m! 2 (

ou m est un nombre entier, aussi grand qu’on veut, on a
s(a)e(b) =¢la—0b),
et, pour cela, si I'on désigne par A,, B;, C,, respecti-

vement, les coefficients de x”, x°, x” dans ¢(a), ©(b),
o(a—+b), on aura

r=0,1,2,....1n
s=n,n—i,n—2,...,0

() C,= SA,B, 3
Cependant on a

A, = %a(a—'r-k)(a+2lr)...[a—|—(r—|)kl,
c'est-a-dire

I
Ap=—(Sop1a"=+ Sy a1k
r. !
-+ Si,r—i ar—2k2+. . .+ SI'-—i,r—t akr 1)
et, pareillement,

B,= -, (Sos—165+ 81,61 6571k

s!
4 Syt b5 2R Sy oy DRS),
Cn = ,% [So‘n——t (a -+ b)”'

+8y n—(@+b)yr=1 k... S,y py(a+b)kn-1].

(8)
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Le terme de A, qui contient A% et celui de B, qui con-
tient A” sont, respectivement,

[ ) . )
S Spmrar BAE Sy bsvAY,

et, pour cela, le terme avee A¥HY dans A, By est

Sy 1Sy @l wbs Vg,
rlsl Ty J

donc, en posant & + v = w,

B \ P =0,1.92,...,0
z |SP" 1Sy - qar Bbs v : ’ ’ I

rls! Ss=Wwiw—1,m—v. .., 0]

sera le coeflicient de A® dans A,Bg; on peut Péerire

encore
p=

Esp et S 1 @7 B DS ~0p,
®=0

/'.s'

et, pour ccla, le cocflicient de A® dans C,, sera, a I'aide de
I’égalité (=),

p=w
3 ),“ 2 Sy,l—lsm ux-—lalfulﬂ R
p=-0
(F==0.,0,2.....0; $S=N, N—1.70—2, ....0)
. 1 ‘n’
ou, ¢tant s =n — 1 et — —,,
1'.(11» n
r=n M(ﬂ
1 U )
] v( ) \/ ‘H‘ lsu)~p.,‘\‘*1”'_y'b” w (rop,
r=9 vao

Mais le coeflicient de A® dans C,, est, en vertu de ’éga-
-
lité (9),

l_l——! Sw,n~1(“ —b )i-w g
on a donc la relation (1), par suite de P'égalité des deux
expressions du cocflicient de A®,
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Si w = o, I’égalité (1) donne le théoréme da bindéme
pour un exposant entier et positif,

2. On a aussi

D/n— 1)
( ) Seo
ro

n i - n =1
- ( 50,11 iSm nopT (
’ P17

’ .
n--1 . P .
-+ (P - ) Sa,p+1 Sw —an pe2Teee ( w - p ) Sm,p+m»—1 So,n -p W

)hl,pbm 1,n p 1

c’est-a-dire

r=w

, n—o-1 =1 N

(2) ( P )bo.hu ——E (1’ o ’v/) Spp+r 15m-rm p o
r=0

En effet, si Von pose, dans I'équation (1), r—u=p

ct que Uon prenne, dans le second sigue I, le terme

qui résulte lorsque g = r—p,

r=n

n ~
E ( » ) Srfp’l'f 1 bu)fr—*—p’nf ror@pPbr-wop
N/

r=0

sera la partic du second membre de 'équation (1) ou fi-
gurear b”~»~p Danslaprécédenteexpression, lavaleurla
plus petite que peut recevoir rdans S,_, ¢, c’est 77 = p.
La valeur la plus grande ‘que la méme quantité » peur
avoirdans S, ,_p n_r_1- c’estr =w—p, de manictre que

r=w+p

n’ .
2 < » ) Sr- p,r—1 bm Sr-pnr-r-i

r=p

sera le coeflicient de a?67~»~P dans le sccond membre
de Véquation (1) ; mais le cocflicient de a?b%~»=P donné
par le premier membre de la méme dgalité, c'est
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‘'n— w
( )S(,,,,,_. : donc

N 4
\ r=w-+p N
n—uw n
( )Sm,n—t = E ( . )Sr—p,r—l Sm—-r+p,n—r—h
. P T
r=p

et, si l'on change, dans cette derniére égalité, n cn
n-41etrenr-p, on aural’équation (2').
On a encore

s (n—~ +1)Skn

r==k
(3) (n+~1)n(n—1)...(n—r-—+r)
( = SI.'~)un- re=1s
n -1
=0
¢’est-a-dire
(n—"~k=+1)Skn
n -1 (n—+1)n
= Skn—1-+ T Si-1,n-2

(3

‘ (n4+1)n(n—r1)_.
) -+ -———.; b/.—2,11~ T
(n+1)yn(n—1)...(n—k=+n

k -+

So,nv/. -1

On obtient 'égalité précédente par le changement de &
en o dans I'équation (2) : dans celle-ci, on fera p =1,
ct 'on se rappellera que

Sr,r =1
ct que

<n+1>r!: (n+n(n—1)...(n—r—+1)

N1 I+

On a pareillement

S SI-',n =n Sl.‘—l,z;—l +(n— ')Sl.-4l,11~2

1) .
SO (= 2)Ske s e S

En effet, dans S; ,, il y a des produits qui ont e fac-
teur . Ce sont ceux qui ont pour somme 7S ,_y 3 les
autres produits n’ont pas le facteur n et donnent pour
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somme Sy ,_,, de sorte que 1'on a

(5) Sk,n = nsk~1’n—1+ Sk,n—l~

L’équation (4) est une conséquence immédiate de
I’équation (5).

Si, dans I'égquation (3’), on introduit la valeur de
Sk n_+ donnée par 'équation (5), on aura

KSpn=n(n -+1)St—1,n-1

— [M Si—tn—s
2
+<";”3___n<n—'>sk_2‘n_3+,__
i (n—(—l)n(n71)...(n—-/c—i—l)son_kﬂ].
i+ 1 J

Cette égalité est la plus avantageuse, parmi les autres
S P g s P )
par le calcul récurrent des quantités S.

On voit trés facilement que

So,n+ Sl,n'*‘ SZ'IL+~ P Sn,n.= (n +l)'

Son+Sen4Sin+...=S1p+Ssp+ S5 p+...= z(n-+1)!
si I'on fait x = == 1 dans I'identité
(x+1)(x+2).. (= n)=Sopz"+ S y&"t4...4+ Sy
Own a, en particulier,

>

Sy = 7'—,(11—%—1)!1()1-—()(311—9—?.),
(N

3n= ,; (n=+1)n2(n—1)(n—2),
: 4.2

S,

Syn= m(n—’.—l)n(n—~[)(n—2)

< (n—3)(15nr3+15r2— 100 + 8),

L’équation (4) donne pour S, , la valeur

Sen=13[n2(n—1)+(n—1)2(n—2)
, +—(n—2)2(n—3)+...+22.1],
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c¢’est-d-dire
25 p=n3+(n—1pP4.. .4+ 23

—n?2—(n—1)2—...— 22,

zSz.n—*— 2 =i/€3~i/{2.
1 1 .

Les deux précédentes valeurs de S, , donnent lieu a

I'identité
1.2242.32- . .4+ (n—1)n?

= ﬁ(n—kl)n(n—n)(f&nﬁ—n).

On pourrait avoir d’autres identités par la comparaison

des valeurs de Sg uy Sijny « v -



