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SUR LA THÉORIE III PLAMMÈTRE D'AVSLER;
PAR M. ARTHUR THJRÉ,

Ancien élève de l'École Polytechnique,
Professeur à l'École des Mines d'Ouro-Preto (Bré^I).

On connaît l'ingénieux planimètre imaginé par
Amsler pour la mesure des surfaces limitées à des
courbes planes. Il se compose essentiellement (fig- i)
de deux branches CI, A1B articulées en I, et d'une rou-
lette B dont l'axe est la branche AJB. Les extrémités C

Fig. i.

/

et A des deux branches sont munies de pointes. Quand
l'instrument est placé sur un dessin, ses trois points
d'appui sont les pointes C, A, et la roulette B. Les
branches CI, AIB sont parallèles au plan du dessin; les
pointes C et A lui sont perpendiculaires; le plan moyen
de la roulette lui est aussi perpendiculaire. La pointe C
est aiguë*, on peut la fixer en renfonçant légèrement
dans le dessin et même dans la planchette sur laquelle
est collé le dessin : c'est le pôle du planimètre. La
pointe A est une simple pointe sèche ou style, destinée
à suivre le contour d'une figure tracée sur le dessin.
Lorsque, maintenant fixe la pointe C, on fait parcourir
à la pointe A un arc de courbe quelconque, on déter-
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mine un certain roulement de la roulette; la valeur de
ce roulement et l'aire de certaines surfaces qui dépen-
dent de l'arc de courbe parcouru sont liées par une re-
lation assez simple que nous nous proposons d'établir,
et d'où se déduit la théorie du planimètre.

Soient (Jig- °<) C le pôle du planimètre, A la pointe

mobile, CI, AÏBles deux brandies du planimètre, niti-
culées en I.

La roulette a son centre on B à l'extrémité de la
branche AIB.

Je désignerai par a la longueur IA, h la longueur IB,
c la longueur IC, p le rayon vecteur variable CA.

Dans le triangle CIA, on a

a — c < p -C a -+- c.

Il en résulte que, si Ton décrit deux circonférences
du même centre C avec les rayons (a — c) et (a -f- c),
la pointe mobile A sera située nécessairement dans l'es-
pace annulaire compris entre ces deux circonférences
limites que je représente en XX et )/A'. J'appellerai cet
espace annulaire la zone d'action du planimètre. Pour



que l'on puisse faire suhre à la pointe À un certain arc
de courbe, il faut que cet arc soit tout entier contenu
dans cette zone d'action.

Imaginons que la branche CI reste fixe et que la
branche AIB tourne autour de l'articulation I. La
pointe A décrira un cercle, et la roulette B roulera sans
glisser. J'appellerai cercles de roulement tous les cercles
qui, lorsqu'ils sont ainsi décrits par la pointe A, con-
duisent à un mouvement de roulement sans glissement
de la roulette.

Quand la pointe A décrit un cercle de roulement, le
point de contact de la roulette décrit sur le papier un
cercle concentrique y. Imaginons les trajectoires ortho-
gonales des cercles y. Quand le point de contact de la
roulette décrit sur le papier une de ces trajectoires ortho-
gonales, la pointe A décrit une courbe que j'appellerai
courbe de glissement : il y a alors glissement sans rou-
lement de la roulette.

Construisons la tangente en A à la courbe de glisse-
ment qui passe par ce point. Pour cela, déterminons le
centre instantané de rotation de la branche AIB lorsque
la pointe A décrit un élément de courbe de glissement.
Ce centre instantané est le point d'intersection H de la
branche IC et de la perpendiculaire à BA menée par \c
point B. En joignant HA, nous aurons en HA la normale
en A à la courbe de glissement. AT perpendiculaire à
AH est la tangente en A à cette courbe.

Soit CAIB (fig. 3) la position actuelle du planimètre.
Considérons un second planimètre CA'l'B' de mêmes
dimensions que le premier, ayant même pôle C, ayant
sa branche CI' dans le prolongement du rayon vec-
teur CA et ayant son rayon vecteur CA' dans le prolon-
gement de la branche Cl. A chaque position du plani-
mètre CAIB correspond une position du planimètre
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CA'PB'. 11 est clair que la position du premier plani-
mètre se déduit de la position du second, de la même
façon que la position du second de la position du pre-
mier. ]\ous appellerons ces deux planimètres conjugués.

Lorsque la pointe A du premier planimètre décrit une
courbe, la pointe A' du planimètre conjugué décrit une
courbe que nous appellerons conjuguée de la première.
Les points correspondants de ces deux courbes se rap-
portent à des positions correspondantes des pointes A et
A'; nous appellerons ces points conjugués. Enfin nous
appellerons surfaces, ou plus généralement figures con-
juguées, deux surfaces ou figures dont tous les points
seront deux à deux conjugués.

Une droite passant par le pôle C a évidemment pour
conjuguée la circonférence d'un cercle de roulement, et
inversement. Un arc de cercle ayant son centre au pôle C
a pour conjugué un arc de cercle égal appartenant à la
même circonférence.

Deux surfaces conjuguées sont limitées par des courbes
de forme différente, mais ont des aires égales. En effet,
décomposons ces surfaces conjuguées en tranches courbes
infiniment minces par une série de cercles concentriques,



de centre C, infiniment rapprochés les uns des autres.
Dans les deux surfaces, ces tranches courbes infiniment
minces se correspondent et sont conjuguées deux à deux.
Deux tranches infiniment minces conjuguées ont évi-
demment môme épaisseur et même longueur et, par con-
séquent, ont des aires égales.

Cette égalité des aires de deux surfaces conjuguées
nous sera utile plus loin.

Lorsque la pointe A du planimètre se déplace d'une
manière quelconque, le roulement de la roulette corres-
pond à chaque instant à la composante, suivant une per-
pendiculaire à la branche BA, du chemin suivi par cette
roulette. Établissons l'expression du roulement de la
roulette pour un déplacement quelconque de la pointe A.

Rapportons les positions de la branche CI à une di-
rection fixe, et appelons co l'angle variable que la branche
CI fait avec cette direction fixe.

Appelons 9 l'angle variable CIB.
Considérons d'abord un déplacement infiniment petit

de la pointe A du planimètre.
Soient, pour ce déplacement infiniment petit, dz le

roulement de la roulette, dh l'accroissement de 9, dto
l'accroissement de co.

Le déplacement infiniment petit de la pointe A peut
être décomposé en deux déplacements suivant un cercle
de roulement et une courbe de glissement.

Soit d§' l'accroissement de 9 relatif au déplacement
composant suivant un cercle de roulement.

Soit dW l'accroissement relatif au déplacement com-
posant suivant une courbe de glissement.

On a

(i) J = J ' + ûfÔ".

Des deux déplacements composants, un seul fait rouler



la roulette : c'est le déplacement suivant un cercle de
roulement. Le roulement correspondant dz de la rou-
lette a pour valeur absolue

Pour fixer le signe à attribuer à cetie valeur, il faut
fixer, pour la roulette, le sens des rotations positives.
INons prendrons pour sens positif des rotations de la
roulette le sens opposé à celui du mouvement des ai-
guilles d'une montre par rapport à un observateur placé
en I. Avec cette convention, nous aurons, en grandeur
et en signe,

{'}.) dz = — bdW.

Cherchons maintenant l'expression de r/Ô".
Pendant le déplacement composant suivant la courbe

de glissement, CI tourne autour de C de l'angle du. La
branche BA tourne autour du centre instantané de ro-
tation II d'un angle facile à déterminer : en effet, I dé-
crit, pendant ce déplacement, l'arc c rfto, et, par consé-
quent, l'angle de la rotation autour de H est

c diù c rosO dix)
_ _ o u — _ _ .

L'accroissement d§" de l'angle 9 résulte des déplace-
ments angulaires des deux côtés 113, IC de cet angle et
a évidemment pour expression la différence des dépla-
cements angulaires de ces côtés. On a donc

«v,, ccosÜdtx)
dû — —-7 r/w.

b

É l i m i n o n s rf8' e t dW e n t r e ( i ) , (i ) et ( 3 ) . I l v i e n t

[ \) dz = c co«0 d<» - b(db -,- do)).



Or, dans le triangle CIA, on a

p2 — a2-f- c--\- 'iac cosO,
d'où

r c o s Q = !

Portons cette valeur de ccosö dans (4). Il \ient

02 a t C2

a dz — ' f/to — ab ( c/ô -4- c/to )

OU

a2-f- <°2-i- '?ab j ma dz — - p2

2 r

Cette équation (5) est relative à un déplacement élé-
mentaire quelconque de la pointe A du planimètre. Ap-
pliquons-la à un déplacement fini quelconque de celte
pointe A. Pour cela, intégrons. Il vient, en appelant z
le roulement total de la roulette,

i / ' , a2 -+- c2 -4- 'x ab /* _ , f „,
(6) az — - ƒ o2 doi / du — ab I d().

'ij l 'i J J

Cette équation fondamentale donne directement la
théorie du planimètre, comme je vais le montrer un peu
plus loin.

Ordinairement, les divisions marquées sur la roulette
du planimètre d'Amsler et sur le compteur qui enre-
gistre le nombre de tours correspondent au roulement
vrai z multiplié par la longueur a de la branche IA de
l'instrument. On lit donc directement, sur l'instrument,
la valeur du produit az qui représente le premier
membre de l'équation (6) : c'est ce que nous appellerons
le roulement accusé par l'instrument.

Remarquons que le terme ^f?2du> représente Taire
d'un secteur limité à deux rayons rectilignes issus de C
et à la courbe conjuguée de la courbe décrite par la
pointe A du planimètre} car le rayon vecteur CA' du
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planimètre conjugué est constamment égal au rayon vec-
teur CA ou p du planimètre CAIB; en outre, les dépla-
cements angulaires successifs de CA' sont égaux aux dé-
placements angulaires successifs du> de la branche CI dans
le prolongement de laquelle il se trouve.

Appliquons la formule fondamentale (6) à divers cas.

PREMIER CAS : Courbe fermée, le pôle étant à Vexté-
rieur de cette courbe. — Si la'pointe A parcourt une
courbe fermée qui laisse le pôle en dehors de la surface
limitée par cette courbe, l'équation (6) se réduit à

az = l f p2 do).

Or ifp2 dtii est l'aire de la surface conjuguée de la
surface limitée par la courbe fermée décrite par la
pointe A du planimètre. A cause de l'égalité des aires
de deux surfaces conjuguées, on conclut que, dans ce
cas, le roulement accusé par le planimètre représente
V aire limitée par la courbe fermée décrite par la pointe
de l'instrument.

DEUXIÈME CAS : Courbe fermée, le pôle étant à l'in-
térieur de cette courbe. — Dans ce cas, la branche CI
effectue une révolution complète, et fdto a, par consé-
quent, pour valeur ITZ. L'équation (6) se réduit alors à

az = If p2 dis) — T. (a2-+- c2-f- lab)
ou

'i S p2 ̂ w — az -+• ~(«2H- c'2-{- lab).

On en conclut que, dans ce cas, l'aire limitée par la
courbe fermée décrite par la pointe du planimètre a
pour valeur le roulement accusé par V'instrument,
augmenté de la constante iz(a2 -\- c2 -f- lab).

TROISIÈME CAS : Arc de courbe dont les extrémités
<ont à égale distance du pôle. — Considérons, d'une
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part, le secteur limité à cet arc et à deux rayons issus
du pôle et, d'autre part, le secteur limité à Tare con-
jugué et à deux rayons issus du pôle. On vérifie aisé-
ment que ces deux secteurs ont même surface, en les dé-
composant en tranches infiniment minces par des cercles
concentriques ayant le pôle pour centre.

Appliquons la formule (6) à Tare du premier secteur,
tes extrémités de cet arc étant à la même distance du
pôle, les valeurs initiale et finale de 6 sont égales, et
Ton a

ƒ de = o.

En appelant O l'angle au centre de ce secteur, on a
f du = il.

La formule (6) devient donc
+ o.ab

a z = - / p2 dix)

i /" _ 7 a 2 H- c2 -h 2 a 6 ^
- ƒ p2 a w = a ^ H 12.

^ p 2 dio représente indifféremment la surface de l'un ou
l'autre des deux secteurs que nous avons considérés et
dont les aires sont égales. De cette dernière équation, on
conclut que l'aire du secteur limité par un arc de
courbe dont les extrémités sont à égale distance du
pôle a pour valeur le roulement accusé par le plani-
mètre (lorsque la pointe de Vinstrument parcourt cet

s . j a2 -i- c2 -h i ab ~
arc) augmente du terme il, qui est propor-
tionnel à Vangle au centre du secteur.

QUATRIÈME CAS : Jlrc de courbe quelconque. — Pour
un arc de courbe ouvert quelconque, l'équation (6)
donne

i f* rt2—f- c 2 ~4~ 2 cib
az = - / p2 do) ((o2 — 0)i) — ab(ft-2 — 0 t ) ,
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oj, et ht étant les valeurs initiales de (o et G, cjj et
étant leurs valeurs finales.

Si Ton pose
2 2 2

on arrive à cet énoncé :

Le roulement accusé par le planimetre, lorsque la
pointe parcourt un arc de courbe quelconque, repré-
sente Paire du secteur limité à Varc conjugué et à deux
raj ons issus du pôle, diminuée de la somme des aires
de deux secteurs circulaires ayant l'un pour rayon r
et pour angle au centre Vaccroissement (o) 2—w^ de
oj, Vautre pour rayon r' et pour angle au centre Vac-
croissement (60— G, ) de 6.

Des trois termes qui figurent dans l'expression de az,
les deux derniers dépendent seulement des positions
initiale et finale du planimètre; le premier terme dé-
pend des positions intermédiaires par lesquelles passe
l'instrument.

Soit M, INM2 (Jig- i) l'arc de courbe quelconque dé-
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crit par la pointe du planimètre. Considérons le secteur
limité à Tare M, NM2 et aux deux rayons vecteurs mixti-
lignes CD4 M,, CDoMo formés par les rayons CD<, CD2

du cercle AÀ [cercle de centre C et de rayon (a •—<•)] et
par les cercles de roulement D< M{, D2M2. On voit aisé-
ment que la surface S de ce secteur est égale à la surface
du secteur limité à Tare de courbe conjugué, et qui a
pour expression

On a donc, pour nouvelle expression du roulement de la
roulette,

az = S — -î-r2(ws— tu,) - {/-'a(62— Oj.

CINQUIÈME CAS : La pointe de l instrument parcourt,
suivant la direction d'un rayon, la largeur entier e YLY
de la zone d'action du planimètre {fig* 4)- — I^a

courbe conjuguée du cliemin parcouru EF est une demi-
circonférence de cercle de roulement. Le secteur, dont
Taire a pour valeur ^fo2d(±>^ est un demi-cercle de
rayon a. On a donc, dans ce cas particulier,

i r 7

'ij r

variant de o à ?:, et fi variant de T à o, on a

L'expression de az

ma
a z ^̂  —

9.

ou, en simplifiant,

ƒ dVS -

devient

2 a*-L-

-

= — TZ.

ainsi

c2-+- lab
'A

A a

T: -f- au T.

II convient d'observer que ce roulement z est indé-
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pendant de b, et, par conséquent, qu'il est le même,
quelle que soit la position de la roulette sur la barre AI.

De là on déduit accessoirement le théorème suivant :

Dans le mouvement d'une manivelle CI et d'une
bielle IA dont l'extrémité A se meut suivant une direc-
tion passant par le centre C de la manivelle, si diverses
roulettes de même rayon sont montées en divers points
de la bielle IA qui leur sert d'axe commun, de façon
qu elles puissent rouler sur un plan V parallèle au plan
de la manivelle et de la bielle, le roulement de toutes
ces roulettes est le même pour une demi-révolution de
la manivelle entre ses deux points morts : ce roulement
commun aux diverses roulettes a pour expression

"âÂT


