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SUR LA LIMITE DE ¥, - — 3 = LORSQUE p ET g PAR-
1 1

COURENT TOUTES LES VALEURS ENTIERES POSITIVES JUS-
QUA 72 ET 2 RESPECTIVEMENT, ET QUE 72 ET 72 AUGMEN-

TENT INDEFINIMENT, TANDIS QUE LEUR RAPPORT TEND
VERS UNE LIMITE DETERMINEE ;

Par M. J.-B. POMEY.

Je considére la série harmonique

-

Soient S,, la somume de ses m premiers et S, la somme
de ses n premiers termes. Je suppose que m el n
tendent vers Uinfini, 22 restant supérieur a ne, et le rap-

n v e
port - restant fini. Alors on a
. . n
lim(S,—S,,)=log ( —
( n /n) <) m >
n . n
en mettant (—> pour lim = -
m, m
On peut le démontrer ainsi : S, — S, est la limite de

l 1 1
(1% " (n2)+ 7 mivp’

. .. , . 1 .
pour p = o. Supposons 3 positif; la série 221—;? L par-

comant toutes les valeurs entiéres positives, est conver-
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gente, et I'on peut écrire

Y . 1 1 :
S,— S,;=lim -+ .
n m 1 [( —I)‘ e (n 2y p—r—...J

—lim[ ! -+ ! e B
(m 1)+ (m -~ 2)t+p

Je vais calculer chacune de ces limites.
1

z'+p

tangulaires. Jai

Soit )=

une courbe x‘apportée a deux axes rec-

+ = 1
f ydr=—g

3

Or la valeur de cette intégrale est représentée par
Paire comprise, du c6té des a positifs, entre ’axe des x,
la courbe et I'ordonnée x = 1.

Considérons les rectangles qui ont pour cotés respec-
tivement les ordonnées des points dont les abscisses
sont x =1i,i+1,..., ct les distances égales a 1 qui
séparent ces ordonnées.

Il suffit de faire la figure pour voir clairement que
laire de ces rectangles sera au total supérieure a

@
l’airef y dx. Lasomme des aires de cesrectangles est
i

T 1
_—
i (L a)itp

Si nous considérons de méme les rectangles qui ont
pour cotés les ordonnées des points dont les abscisses
sont i +1,i-42,...,et les distances égales a 1 qui
séparent les ordonnées x =i -+1 et xr=1i, x =142
etx=1i-+1,...,lasomme des aires de ces rectangles

sera égale a
I 1

(24 )t+¢ + (- 2)1+p -

“eny

4 o
. - . N . I
et sera inférieure a la méme alref ydx = T
i
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Donc j 2 dx sera compris entre les aires des deux
¢
séries de rectangles, et I'on peut poser

1 1 1 )

G~ (igoypre 7 puw  dive’

b étant compris entre o et 1.
Il en résulte que, 0, étant de méme compris entre o
et 1, on aura

. . . 1 1
Su—Sp= [hmp_o <|omP - pzz?)

_O,Iimp:0< L )],

mi+p ni+p

m et 12 étant infinis.

Je passe a la limite pour g == o ct jai a trouver la

1 ( 1N\ 1 /1P
o\ m) o /L)
Nous aurons le résultat en considérant le rapport des
dérivées en p, il reste

(1\9 t C1\P 1
——) log — 4<—) log —.
m m n n

Douc, pour p = o, il reste

$u— Spu= lim llog(%)——ﬁ«}n _’%)] - 1og<,ﬁn)-

m ®

limite de

Cc. Q. F. D.

Autre deémonstration. — Si 'on considere f
b 1. . ) ”2 ’
c’est 'aire comprise entre 'axe des x, les ordonnées

"dzx
’
x

1 ~ © 3.
x =m, x=netla courbe y = —- En considérant deux

séries de rectangles (qu'on pourrait peut-éire appeler
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inscrits et circonscrits), on obtient

. I 1 1 "dr
hm( —— + -— +e— — )= ht
no—1 m —- 2 n @

“m

(m ct n étant infinis).
Ce procédé revient a faire g = o dés I'abord dans la
démonstration précédente. Seulement on doit considérer

" dzx . *dxr “dx *dx . .
-~ au lieu de = - —> car — est infini.

L
‘o ““m “'n “m
dx , n
Or — ne dépend que de =; car, posant & = ma’,
£ m
“m
) .
yai
n
n m ’
/’ dxr f’" dr
*'m & 1 b
e N e . o, . .
Si = reste fini, la somme considérée a une limite. Or
1) 9
m

en posant ‘

i 1 1
Jn— ——-- e =
- ne—1 m——2 n
3
1 1 1
= - - e —-. .,
”m—+1 m-— 2 P
.
1 1 1)
— e — A — )y
p—1 p—42 n
on a
Sr=Sp=+Sn
m m P

. n . . .
Posant lim — = xy, lim £ = x, il vient
m m

lim r =y
. P
et, par suite,
Sy =Sz +Ffy;
de sorte que 'on voit que la limite de la fonction
1 T I
—— e =
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. . , . n
ou n et m augmentent indéfiniment, p tendant vers une
limite déterminée, est égale a
( n )“P
. m
lim — . pour p =o,

2

n
. mdzx .. e, [ e
af - <> et jouit de la propriété caractéristique des
;. Z ’

logarithmes

fx_y = fx - fy.



