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NOTE SUR LA DECOMPOSITION D'UNE FORME QUADRATIQUE
A »¢ VARIABLES EN UNE SOMME DE 72 — » CARRES;

Par M. BENOIT.

On sait que, pour exprimer qu'une forme quadratique

a m variables peut se décomposer en une somme de

m —n carrés, il faut éerire que tous les déterminants

mincurs de Pordre n — 1 de son discriminant sont nuls;

mais les dquations ainsioblenues ne sont pas distinctes :

je vais chercher quelles sont celles d’entre elles dont

les autres sont des conséquences.

Soit d’abord le déterminant
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Considérons 'un des mineurs de U'ordre 2 diflérent

de zéro, soit
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ot formons le déterminant suivant
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dans lequel ¢ et j peuvent prendre les n valeurs
M—n—41,..., DL
Posons

m—n+ m—n+9
Djnliz(), DLL =0

) R D* = o.

Je dis qu’il résulte de ces équations que tous les mineurs
de Pordre n — 1 de A formés au moyen des ¢léments des
m—n premiéres lignes et de la ligne de rang j sont
nuls. En effet, désignons par Ay, A%, ...y A) 0 Af les
coefticients des éléments a), a', ..., a,,_,, @, du déve-
loppement de D, par rapport a la derniére colonne, et
SO1L

P
«a m-n

P
a,;

I'une quelconque des colonnes des déterminants en
question, p pouvant prendre toutes les valeurs suivantes
1,2, ..., m. On aura, quel que soit p,

Alal+ Abal+...— A, _,ah_,+ Aja, =o;

car le premier membre de cette équation n’est autre chose
que le déterminant D7, ou la derniére colonne est rem-
placée par celle que nous avons considérée plus haut.
Pour les valeurs de p plus petites que m — n ou égales a
m—n, ce déterminant est nul, puisqu’il a deux co-
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lonnes identiques, et, pour les valeurs de p supéricures
a m—n, il est encore nul, puisqu’il est alors égal au
premier membre de 'une de nos équations.

Si maintenant nous donnons a p les m — n -1 valeurs
correspondant aux rangs des colonnes de 1'un quelconque
des mineurs de ordre n — 1 formés au moven des élé-
ments des m — n premiéres ligunes et de celle de rang j,
nous obtiendrons m — n -+ 1 équations linéaires et ho-
mogénes par rapport aux m — n -+ 1 (uantités A, ...,
Aty AL dont 'une au moins A}, qui est égale a ¢, est
dillérente de zéro; leur déterminant, qui n’est autre
chose que I'un des mineurs considérés, est donc nul.
Ainsi donc tous ces mineurs sont nuls.

Endonnantsuccessivementajles valeursm—n—+-1, ...,

m, on est amené a poser les n? équations suivantes

m-n+1 mon+2 mn—rn —_
I)/II—II+1 = 0, ])/II——II+'1 = 0. MR DIIL—II+[ = 0.
m-=ni+1 _ m—n —
l),,, IH—3—0~ e e ere s s e o e ey I)m ,1+2,_()_
(1)
ceesetea sty cesesrees Tey eeea  cessecsseaae
m-n+1 - me-n __
Dpzi+l 20, oieieea.. Y ey Dyi-n = o,

ct il en résulte que tous les mineurs de ordre 2 — 1 de
A formés des éléments des m — n premiéres lignes aux-
quelles on joint successivement 'une quelconque des
suivantes sont nuls.

En général, tous les mineurs de ordre n—1 de A
sont nuls sans exception. Si, en eflet, nous considérons
I'une quelconque des combinaisons des m colonnes
m—n—+1 am—un-1, les mineurs de Pordre 7 — 1
formés en prenant les m — n premiéres lignes de ces co-
lonnes successivement avee les suivantes sont nuls, ainsi
que nous l'avons reconnu précédemment, et si, dans
chaque combinaison des colonnes, I'un des mineurs de
I'ordre 2 formé au moyen des éléments des m —-n pre-

miéres lignes n’est pas nul, en raisonnant par rapport
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aux colonnes, comme nous I'avons fait par rappert aus
lignes, nous démontrerons que, dans chaque combi-
naison des cqlonncs, tous les mineurs de 'ordre 7 — 1
sont nuls; donc tous les mineurs de 'ordre 7— 1 de A
sonl nuls.

Examinons maintenant le cas ou A est le discriminant
d’une forme quadratique a4 m variables. 11 est alors sy-
métrique par rapport a la diagonale a}all; si 'un des
mineurs de Vordre n ayant ses éléments symélrique -
ment disposés par rapport a cette diagonale n’est pas
nul, on pourra I'amener a la place du déterminant ¢ sans
détruire la symétrie. Celles des équations (1) qui sont
symétriques par rapport a la diagonale Dy D" ont
leurs premiers membres identiques & cause de la sy-
métric du déterminant A; ces équations sc réduiront
done aux suivantes :

m o n+] __ m—n+2 m-—n —_—
D il = o, Dnz-n+| = 0. R DIk =0,
m—n+3 m n —_—
DRZhii=o. cees D e — 00
N Dm =y

m-n

Leur nombre est ¢gal a

nin -1
by e 3 g T
2

En vertu de ces équations, tous les mincurs de
l'ordre n—1 de A scront nuls si, dans chacune des
combinaisons des m colonnes m — n+1 & m—n—+1,
Pun des mineurs de 'ordre n compris dans les m—n
premiéres lignes n’est pas nul.

Prenons, comme cxemple, le polyndme suivant

A—=D)z2+ (A= 8)y?— (V' —8)52—a2Bys+ 2B r5+-2B"r)
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il se décomposera en un carré si tous les mineurs du
premier ordre de son discriminant sout nuls. Cn a

Soit A

B~ 05 dans chaque combinaison des colonnes deux a

S o; si, en outre, B" ou B’ n’est pas nul, soit

deux, I'un des mineurs du second ordre compris dans la
premiére ligne ne sera pas nul; les conditions sont alors

ou
A—S B
i l B oAN—s |
l A—S B
(2) Y B 'ZO,
A—S B’
(3) ‘ W A — S ‘:o.

La deuxiéme équation montre que B et B sont tous
deux diflérents de zéro ou tous deux nuls; dans le pre-
mier cas, on tirera de cctte équation la valeur de S, et,
en la reportant dans les deux autres équations, on aura
les conditions

BB’ B'B BB’

o =A T =A s

dans le deuxiéme cas, 'équation (3) donne S = A”, ct
I’équation (1) donne

YA — ‘\" B”
=0
l B’ \'— A"
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Prenons encore comme exemple le polynome

Az?+ A'y2+ A"z2+- oBys
—2Baz+a2aBxy +2Cxt +2Cyt+2C"31 - De2;

on a .
A B B C
\ B A' B ¢
B B A" ¢}
(: Cl C” D ‘

Pour que l¢ polynéme se décompose en une somme
de deux carrés, il faut que tous les mineurs du premier
ordre de A soient nuls. Soient

B C

B

A B
Br/ A’

# 0 et 1 ’#0;

alors, dans chaque combinaison des colonnes trois i trois,
I'un des mineurs du second ordre compris dans les deux
premiéres lignes n’est pas nul; les conditions seront done

Di=o, D}=o, Di=o

ou

A B B A B C A B C

tB” A Bl=o, |B A C|=o0 |B A C|=o.
| B B A" B B ¢ ¢ ¢ D

Pour que ce méme polyndme soit décomposable en un
carré, il faut que tous les mineurs du second ordre de A
soient nuls.

Supposons qu'on ait Ao, et qu'en méme temps
deux des autres éléments de la premiére ligne ne soient
pas nuls, par exemple B” et B alors, dans chaque com-
binaison des colonnes deux a deux, les mineurs du troi-
siéme ordre compris dans la premiére ligne ne sont pas
tous nuls, ¢t 'on a les conditions

D}=o0. Di=o Di=o. Dj=o0, Di=o0. Di=o
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