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UNE APPLICATION ELEMENTAIRE DU THEOREME D'ABEL:
Pirn M. Frrrz HOFMANN.

ProsriMe. — Construire la formule pour cos(A + B)

par la méthode d’ Abel.
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I. Envisageons 'équation

(1) (x+a)yo—by/i—r=0
ou
(2) (r+u)per—0(1—x)=0=[f(r).

Les trois racines x,, x», x3 de Véquation (2) dépen-
dent des valeurs des constantes @ et b (tandis que réci-
proquement ces constantes @, b sont déterminées par
les valeurs de deux de ces racines).

Supposons des valeurs quelconques attribuées a ces
constantes @, b, alors 'équation (2) nous fournirait aussi
trois expressions analytiques pour les racines oy, ., x;.
Nous ne formerons pas ces expressions ; leur existence
nous assurc, premicrement, que, pour des variations in-
finiment petites de @ et b, les racines @y, x2, a3 varient
aussi infiniment peu, ct deuxicmement u’il est possible
de tenir séparées Vune de Pautre ces trois racines de
I'équation () pendant un mouvement continu des va-
leurs de a et b.

L’équation (1) permet les transformations
(3) (.Z‘~i—(().r::/)\/]’~—.;'l,
(4) (& + a)yao —a2=b(1—.r)

que nous allons employer tout de suite.
D’apres ce que nous avons établi, il est permis de dif-
férentier par rapport i a, b, x V'équation (2)

Sr)=(r=a2r—0(1 —xr)=0=(r — ) (r — z3)(x — x3).

ot x est cmployé pour marquer une des trois racines
Xy, Xay 2y, Nous trouvons

Seeyde - olte 2~ areda — 01— 2 )db | =o.
En substituant les expressions (3) et (4), on a

timde =a|ie e =atdb — by r — .Z'lda]
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ou
]

dr (2 ~a)db —bda
5 - =2 — .
%) Vo — a2 S'(7)

En substituant les trois racines a4, 7., 23 ct en ajou-
tanl, on en tite

‘ x.—‘(i‘,‘— +/‘r.—dr—‘+/ﬂ,—_{h«
. Yo \/a?——x? ‘/z_—fx? ) ‘/z—zz

(o)) e

_ (z +—a)db — bda
( =2 f 3 7'(@)

ou le signeE se rapporte aux trois difiérentes racines

(6)

)

Xy, Xy X5, 0L o les limites de D'intégrale & diroite se
detceminent par la position initiale et finale des valeurs

actb.

(v +~adb—bda ,, .. .
———— § évanouit 1(]('1mqu(‘-
[ )

ment. Pour voir cela, rappdlons la formule connue

L’expression

vir) - ',(_;r)
fie)  (e—r)(r—2ry)(r — ry)
() v(75) o(7;)

TG—an/ i —a) [l (= e [

qui nous donne

L

(r —a)ydb—bda (ri— a)db— bda

f(r) T (x—)] (1)
(r2+~a)db —bda (1r,—a)db—bda

(e—r)f (a2) =2/ (m)

En multipliant, on en tire

(ri—aYdb—bda

\ (r~a)db—bda= YT (r—a)(z—x))
(r-=a)db ~ hda ( (
(7) ’ — /“‘2) (& —ri)(v—1y)
(r3—a)db—bda
— 7,({—3)—— (& —wy) (4 —u,),

ce qui est une identite,
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A droite de (7), le coefficient de x? est Justemem la

(z+ a)db — bda

somme f(—z)———~, et il faut bien qu'elle s’éva-

nouisse, puisqu’il n’y a pas de deuxiéme puissance de x
a gauche.

Donc l’équation (6) nous donne d’abord

f o f s/_x——;i—rf e =t

Il Yagit maintenant d’établir la dépendance des trois
racines xy, Xa, 23 entre clles. Etant données x, et s,
on les substituera dans (1) pour obtenir les valeurs de
« et b en fonction de oy et xs,

‘ (x,»{—a)‘/z——b\/l—.rl:o,
) (;rg+a)‘/,¢_~2—b\/l—z2:o.

En éliminant @, on trouve, aprés quelques réductions
faciles,

(9)

(10)  b=—VEVEH TV T+ Vo i),

Mais, par Péquation (2), on apprend que le produft
s 1 1 ) PP | I
des trois racines &y, xa, X3 cst égal 4 625 done

— — 2

(1) x;,:(/x, 1—12+/x2\/1—x1>.
On en conclut que x3=o0 pour ry=o0, x,=0;
donce C = o dans Iéquation (8). Elle s¢ transforme en

(12) ./ovrl [TE‘/I_Za [rs‘/ —x2 =0

Nous voila & méme de formuler le théoréme suivant :

Quand il existe entre les trois valeurs x, xq, 3
la relation (12), on a en méme temps

(\/Tl\/l xro - \/x» ;r,j)z.
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. o T+ = ,
II. Faisons la substitution x = —; alors les ré-

ductions nécessaires faites, le méme théoréme s’énonce
comme il suit :

Ltant donné

(13) fw"_ +'0[:’\/l_‘__2:_[’“_f.

on a en meme tem/)s

1+ 33 1
ou
(14) 53=\/(l—~'f)(1—z§\-——z,;2.

Mais les équations (13) et (14) conticnnent la solu-
tion du probléme proposé.

Posons
_dx 4,
/0 \/1—52
Az,
0 \/1—52
3 ds o
Jo Y1i—z? o
A+B=C.
On a
z; = sinA, 3y = sinB, s3=cosC'=cos(A + B).

L’équation (14) nous dit que

31=¢0S(A + B) = cosA cosB—sinAsinB. ¢.Q.F.D.



