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THEOREMES SUR LES RAYONS DE COURBURE D'UNE CLASSE
DE GOURBES GEOMETRIQUES ;
Par M. R. GODEFROY,
Lleve de IEcole Polytechnique.

Les ellipses et paraboles d’ordre quelconque, courbes
représentées en coordonnees cartésicnnes par les équa-
vons Aaxm+ Bym=C, 3™ = Ax" jouissent dc rela-
tions simples entre leurs rayons de courbure et certains
dléments de leur figure.

Commencons par les ellipses, dont nous supposerons
d’abord le degré enticr.

Les normales en deux points voisins N(x,y) et
N(a',1") se coupent en R. Les tangentes correspondantes
s¢ coupent en P et rencontrent en A, A’ Paxe des ab-
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scisses, en B, B celui des ordonnées. A la limite NV

viendra coincider avee N.

Nous appellerons O, A, B.les angles du triangle formé
par les axes et la tangente AB.

Les triangles NRIN, APA’ ont leurs bascs propor-

Fig. 1.
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tionnelles aux diamotres de leurs cercles circonscrits.

Ces diametres sont a la limite le rayon de courbure R
en Iy et le segmen a de la perpendiculaire a axe OA
au picd de la tangente, compris entre cet axe et la nor-
male en N .

Quant aux bascs, clles ont pour expression

sin O C pm=1— p'm-1
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)emli, A m=Lpim-l

Le lnim-ipv que nous venons dinvoquer donne alors
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en appelant & le segment analogue de a, relauf a autre
axe.
En ajoutant ces deux égalités, on obtient celle-ci

(m—1R (cinB N <inA> .

<sinO a h

qu’on peut éerire

<inQ ) sin B sin A
== )

Ceute derniére relation est, sous forme générale,
I'expression méme du théoréme que nous aviouns cn
vue.

Nous avons tenu i donner a cette relation sa forme
la plus générale; mais la véritable utilité du théoréme
dépend du cas ou les axes de coordonnées sont rectan-
sinB  sinA
T 7D
ments p, ¢ de la normale en N compris entre chaque

sont alors les inverses des seg-

gulaires : g

axe et sa perpendiculaire au pied de la tangente.
La relation prend alors la forme délinitive

I 1 I

T =(m —l)<;+-{;)7
qui exprime le rayon de courbure en fonction de deux
segments analogues de la normale qui le contient. La
formule est directement applicable aux sections coni-
ques. Le coeflicient (m —1) est ici dgal a Punité. Dans
le cas de 'hyperbole, il faut faire précéder du signe —
le segment de la normale correspondant a I'axe non
transversc.

On ramene aisément cette expression du rayon dans

le cas d’une conique A centre a la formule connue

,d
R= -

/
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(Durin, Développements de Géométrie), on d est le
demi-diameétre paralléle a la tangente, et o la distance
de ces deux droites.
Considérons en effet une ellipse : « étant I’angle de
la tangente avec le grand axe, on a

1 cos?a I cos2f
p NA’ ¢ NB’
done
v ABecos2a R
R~ NAB — &
d’ou
a&2
R = T

Pour la parabole, le résultat est particuliérement
simple. Cette courbe dlant considérée comme limite
d'une ellipse dont le grand axe croit indéfiniment, 'un
des segments de normale devient infini; par suite, /e
ravon de courbure est égal au segment de normale

Fig. 2. L]
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compris entre 'axe et sa perpendiculaire au pied de
la tangente. Cette construction du rayon de courbure
conduit & la solution connue ou s’en déduit sans peine
par la simple égalité de deux triangles sans qu'il soit né-
cessaire d’y insister.

Nous avons supposé le degré entier : supposons actuel-
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lement que ne soit de la forme

I . .
» cas qul prescntc

des applications & des courbes connues. La méme marche
que précédcmmcut donne ici

sinO 1 /~inB | sinA\
R *ﬁ( « )
ct
n_ 1 I
l—{-—-;—!—[—],

pour le cas utile des axes rectangulaires.

La parabole rentre dans cette catégorie ; si on prend
effectivement pour axes deux langentes a la courbe sur
lesquelles eelle-ci intercepte des longucurs m, n, la pa-
rabole a pour équation

1 ]
Bl 2
RN SN2
(3~ )=
m m
Prenons deux tangentes orthogonales : p et ¢ étant

toujours les mémes segments de normale considérés
. P [ ] I3
jusqu’ici, le ravon d¢ courbure st donné par

2 1 1

R p g
Ou voit par la que : une parabole roulant dans un angle
droit en entrainant une de ses normales, la moyvenne
harmonique des segments considérés est conslante.
Les développées de sections coniques ayant pour tan-
gente la normale a la courbe dont elles sont la déve-
loppée, on a desuite les segments p et ¢ veliés au rayon

de courbure par la relation

suivant qu'il s’agit de la développée d’ellipse ou de celle

& hypvrbolv.
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La tormule étendue i la développée de parabole donne
ce théoréme tres simple :

Le rayon de courbure de la développée de parabole
est triple de la portion de normale comprise entre
Uaxe de la courbe et sa perpendiculaire au point ot la
normale de la parabole rencontre l’axe.

On voit sur la figure ci-dessous la séric d’égalités
QR =AM =TN =PS,
d’ou
PO = RS.

Le rayon de courbure est done aussi égal 4 3RS.

Ceci nous raméne, pour la parabole, a ce théoréme de
Maclaurin : Le rayon de courbure en un point de la dé-
veloppée d’une conique est triple du segment de la nor-

Fig. 3.
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male & la développée compris entre la courbe et le dia-
metre de la conique correspondant au point considéré
de ladéveloppée.

L’emveloppe d’une droite de longueur constante «,
mobile dans un angle droit, est Phypocycloide a quatre

rebroussements
2 2 2
z3 —+—yd=ad.

Pour une position AB de la droite, le centre instan-
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tané de rotation est en I M, pied de la perpendiculaire

Fig. 4.
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abaisséc de ce point sur AB, est le point ou AB touche
son enveloppe.

La normale MI coupant les axes en P et Q, Pappli-
cation du théoréme donne

3 ] 1

E pammg _1.3—1 + le--

Mais le faisceau des droites OP,0Q, OI et de la paral-
l¢le menée par O 4 AB est harmonique (AB paralléle a
un rayon est coupée en segments égaux pav les trois
aulres); on a done

Looor 2

PT 7 Q1 — aM1— MI’
par suite

R = 3MI.

On arrive ainsi a ce résultat remarquable du a M. La-
marle que, pour une position de la droite, le rayon de
courbure de son enveloppe est triple de la perpendicu-
laire abaissée du centre instantané de rotation sur la
droite, ou encore triple de la distance de lorigine 4 la
droite. ’

Il est dailleurs dirigé dans le sens MI.

Ce résultat s’apercoit également sans difficultés en
constraisant le rayon de courbure de la courbe consi-
dérée soit comme épicycloide, soit comme enveloppe
d’une courbe entrainée dans un mouvement épicycloi-
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dal, au moyen de 'une ou de Vautre des deux régles
données par Euler.

Les paraboles y™= A x” comprennent les paraboles
proprement dites quand m et 7 sont de méme signe et
les hyperboles quand ils sont de signes contraires.

Ces courbes jouissent de cette propriété, utilisée pour
la quadrature de leurs segments, que deux tangentes
quelconques interceptent, sur I'un ou Pautre des axes
de coordonnées, une longueur en rapport constant avec
la différence des coordonnées correspondantes de leurs
points de contact. Par le fait, le rayon de courbure
s'exprime séparément en fonction de chacun des seg-
ments que nous avons considérds jusqu’ici.

Les mémes notations que précédemment étant con-
scrvées pour le cas actucl, on ales formules

sin O n—msinB  m—nsinA

R n « m [/
ct, dans le cas des axcs orthogonaux,

n .om
R = p= q.
m--n m-—n

Nous retrouvons, en particulier, au moyen de ces
formules, les résultats obtenus antéricurement pour la
parabole et sa développée.



