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SUR FALGORITHME [abc...l]w;
Par M. Magrice POCAGNE.

1. Nous représentons par [abc...[]" le résuliat
que Pon obtient en remplagant par I'unité les coefficients
numériques dans le développement de

(a+b+c—+...+D)n

Cet algorithme, que nous avons étudié dans une Note (*)
et utilisé dans notre Zhéorie élémentaire des scries re-
currentes (*), a fait 'objet de recherches intéressantes,
les unes antéricures, les autres postéricures, de la part
de MM. Trudi, Fergola, Torelli, Cesaro, cte. Ce dernier
a fait voir (3) que cet algorithme est isobarigue com-
posc.

2. Mettons a part tous les termes qui contiennent a
a une puissance quelcongue et, dans ces termes, met-
tons a cn facteur commun. Nous voyons alors hien aisé-
ment que I'on a

() Jabe... W =|be... l|W+ alabe.. 1]nD.

Cette formule se trouve dans notre premicre Note.
Inutile de dire que, I'algorithme considéré étant symé-
trique par rapport a toutes les quantités qu’il renferme,
on peut prendre pour a I'une quelconque de ces quan-
tités.

Appliquant successivement la méme transformation

(") Nouvelles Annales de Mathémaltiques, 3¢ série, t. II, p. 230.
(2) Jbid., 3¢ série, t. III, p. 65.

(3) Ibid., 3¢ série, L. IV, p. 7.
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afabe .. )= A labe, .. L)fn 2, ... ondéduit dela
formule précédente la suivante
(2) \[abe... )W =[bc...l]" + albe...L]nD
) i +azlbe... [ an,
qui se trouve ¢galement dans ma premiére Note.
Appliquant la transformation contenue dans cette for-

mule méme & [be... (], a[be...l]"=v, ..., on met
cette expression sous la forme.

labe.. lm=|c...l|m-=b[c...l]n=DDb2[c... I]"=2+. ..+ bn,

ale. I —abfe.. D+, 4+ abr!,

—afe.. A=Y 4 a2b"2,

on
(3, labe. 1w =[c.. /|0 rab]Vfc... 7m0
) S lab|@[e.. )P, [ab].
En continuant a opérer par le méme procédé, on ar-
rive i la formule générale que voici :

(0 ;[u...._g...7....5...1/(’...;]("’
Vol =N[a Mg W s u ]P0, 5O

la somme T s’étendant 4 toutes les combinaisons possi-
bles des indices &, @, ..., 2, 0, telles que

P . -0+ 0 =n.
Cette formule importante comprend toutes les précé-

dentes.

3. Si p des quantités comprises entre les crochets
sont égales a une méme quantité 2, nous écrirons I'al-
gorithme de la facon suivante

[« ab... 1],

quelqucfois aussi, pour abréger I'écriture, nous écri-
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rons K au licu de ab ... 1. Ainsi Valgorithme précédent
prendra la forme
[2P K],

En vertu de la formule (4), prise dans le cas oule
nombre des crochets soumis aun signe £ n’est que de deux,
on a '

" alp) }\'](n‘ — [K](lz)+[;x*[))]fl)[]{ J{nn | R
i [ 1(1))](1')[}\'](" -0, .+[11p)l(/1).

Mais chaque terme de [ 2P ] étant égal a af, on voit

(luc
’ 2Pl 'Iv’i) — lil l‘p)]ll‘)_

Done

[P K =K e [ | O K e
(%) | o 9’."[I(”)](”[K]("—H—F- o an l(p)](u,‘.

%. Nous allons calculer [1 ], Pour cela, posons

successivement

E‘: (al 4+ bi :g(a,b),
=0 n .
2"21((1, l)):i(d,b),
s .
ZZ((A 1)'):2(0,6),
i=0 i ”

Celte suite d’égalités définit ce que nous entendons
»
par la notation 2((1, b) dont nous allons faire usage.

n
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On a

1

\? 1
(a)y=1+a+at+—...+av 1 an,

-

1
E(a): I+a+a+...+a" 'l

IFaisant la somme, on cn déduit

2
~ ,
}_‘(a)::(n—-}—l)—&—na—f—(n —nNat+...+2ar 1+ an;
n
par suite,

2

-
Z(a): nA(n—i)a—+(n—o)a-+.. .+ a1,

n—1

z(n): 1.

0

Iaisant encore la somme, on a

3
AN (n=+=1(n-+2) n(n-+1) 2.

(a)= —+ @+, ..4+ =2 antan,
’ 1.2 1.2 1.2

n

La loi de formation des coefficients du développement
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’P
N\ Ay pos :
de 2‘ apparait trés nettement. On voit que ce sont des
n

nombres triangulaires. On a

\ﬁ___(n-!—l)(n-*—z)...(nq-p—;)
) !

1.2...(p —1)
(6 n(n-i—l)...(n-}—p—‘z)a_f_-“
1.2...(p—1)
. u a1+ q",
1.2...(p—1)

D’ailleurs, la formule (2) donne successivement

1
E(a): 1+a+a~+....+~art=[1a]",
n

2
E(Cl):"[l al® +[ra]V ... +[1a]? =12 a]",

ct ainsi de suite jusqu’a

P
z(a): (1w @],
n
La méme formule permet encore de développer cette
P P
expression comme il suit :
I’
(7) E(a): [I(p)](n) - a[;(p)](n—l)_:,__ ..+ an—1 [I(p)](1)+ an.
n
La comparaison des formules (6) et (7), qui sont
vraies, quel que soit @, montre que

(n+1)(n+2)...(n+p—1)

(8) Lt ] = 1.2...(p—1)

Cette formule est trés remarquable. En effet, si Pon
se reporte a4 la définition que nous avons donnée de



,//n‘ rRk ](nl
doem

( 262 )
[abc...L]J", on voit que [1(P]") est égal aw nombre
des termes du développement de la puissance ni¢me

d’un polynome & p termes.
Le calcul que nous venons de faire fournit donc une

détermination de ce nombre, indépendante dela théorie

des combinaisons.
Représentant par C2 le nombre des combinaisons

m
de m objets pris p a p, on pourra écrire la formule pré-
b -

cédente

(8’) Il(p)]uu: C‘:*_ll’?' .

5. La formule (2) donne
1) =TI o 2T K lin—1) m| K |(n—m; o pn
|zK] [ KW+ 2[K] .o+ xm[ K| A,

Dérivons m fois les deux membres de cette égalité

par rapport a x; cela nous dohne

=t1.2...m[K|w=m 9.3 (m+1)z[K]r-m-t4 |

+(n—m—+1)(n—m-2)...nxtMm

2.3...(m—+1)

P AL G

1 2...m

+(i+ D(i4+2)...(L+m)
1.2...m
(n—m—+1)(n—m-+2)...n

a...m

=1.2...m ;[Kl‘”“””—i—

Or, d’apres la formule (8),

(C4 ) (E=+=2) ... (0 +m)
1.2...1m

=|l"”+”]'[‘:

La formule précédente devient done

AN

_({J;/u

— J[“ Nl J z:l KJ\/L—NI—I?._;_' .
e plieem [({nz -1 '(u—lm

[}
I

[ K](n——m-l)_*_. .
xil K](/L-—Ill—i)_i___.

/
- IN
z )

=, ‘>7“|\']'n n ,«,v[(‘/n'l l{i (Kl‘/z-m e,

.



( 263 )
ou, en vertu de la formule (35),

dm [ rk 'Im)

(9) ot

—1.2... ,n[x(m+~1l K]{n——m\‘
Par application de cette formule, on a

=1.2...(p—1) [z K],

Dérivons m fois les deux membres de cette identité
par rapport a x; il vient

dm+p—1 ‘ .-,-K](p—;—n—- 1) dm[x(p) K'l(n)
=1.2...(p—1) - .
daxm+p—1 dxm

Mais, toujours d’aprés (9), on a

Am-+p-—-1 I’xK ](1)+n~l)

T T =1.2...(m-p—1)|zntP K |a-m,

Comparant les deux dernicres égalités, on en déduit la
formule

dm [:I,’(I’) K]ln)

—zl‘z-lll

(10) =p(p+1)...(p+m—1)[amrpK]r-m,
qui généralise (9).

6. D’apres la formule (2), on a

i=n—1
E [ab]d =[ab]®+[ab]®+...+[ab]|rD
e =D
Mais
i=n—1 b . b2 b
w=2—0 &= , &0
2 Lab] iy Sy NS —
=0
_ida+...+at)—(1+b+...+bn)
- a—b

anr+t — g bn+1 g

a—i b—1
a—1
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oun

i=n--1

(a—1)(b—1) E [ab)@ = ab

(=0

at— hn an-1 _ hn+t
a—0b a—10b

=ablab]n—1—[ab]" +1.

Rapprochant cette formule de la précédente, on voil
que

(a—1)(b—1)[1ab]r=1— ablab |-t ~[ab]W =1.

Rcmplagons dans cette formule 7 successivement
parn—1, n— 2, ..., cela nous donne

(a—1)(b—nlrabf2—ablab]n=2 +[ab |- =1,
(@ —1)(b—0)|1ab]e=3—ablab|r-3 +[ab]n-2 =1,

(¢« —1)(b—1)|1abo  —ablab]V ~+[ab|V =r1;
écrivons aussi
| b)) =1,
ct faisons la somme des n—+1 derniéres égalités; il
vient, en tenant compte de (2),
(a—0)(b—nD12ab]n-0—ablrab]?n-V4[1ad]W = n +1.

De méme,

(a—0(b—1)[1Pab|n-2—ab[1ab]»-2+[1ab]»—V=n,
(@ —1)(O—D 1P ab jn=3— ab[1abn=34[1ab|n-2=n—i,

IFaisant encore la somme nous avons

(@ — 00— [1®ab -1 — ab[ 12 ab]e—1 4 [1® ab|»
(neEn(n =)

— | (3) [
oo,

Continuant a appliquer le méme procédé, on arrive,
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de proche en proche, a la formule

§ (a—1 )(1)— 1)[1(1‘)ab](n—1)
{ —ab|1'P=Dab |1 - [1p-Dab i = 1) |,

(11)
Si dans cette formule on faita =56 = o0, on a
b
[[(p)](lz—i)_|..[l\'/141)'](n) = [l(p)](n)’
ou, d’aprés (8'),

Cp -1 -2 Op—1
L‘L +p—2 -+ C{H—p»? - C’l+p—-‘l )

qui est, on le reconnaitra sans peine, Uexpression d’un
théoréme connu.
Pour @ = b =1, la formule (11) donne

__[ 1(p+1) J(n—l)+ [I(IH'“ ](n! = l’l(p) ]m)

ou, cn faisant passer le premier terme du premier
membre dans le second,

) — 4 -1
sz+p = C‘;z-o—p-l -+ C{H—p—n

qui est encore 'expression du méme théoréme.

7. a,b, ..., L étant les racines de I'équation
(3)= 3P+ Ay aP 14 AgsP24+. . . +A, 12+ A,=0,

¢t Sa” représentant la somme a”—+ 6% +-...4- I, on
sait que

1 o - o

(3) p fa Xa? Yan
f = T — o —— 4L
7 (5) z 22 3 S+l

Mais la formule (5) de ma premiére Note donne

1 1 [ab...l]W

f(z) " =r Zp+1
lab... 1] [ab...L|m
SR St

ZP+2 e Zh+m teee



( 266 )

Donc
Ii: Yt [ab...l]¥
N 2 (i (A s Ay nz b, 7.
00 =0

L’identification des deux membres de cette formule

fait voir que

Ea":p| ab.. A+ (p—1)\|ab. . L) D

t2) +(p—2)Nolab .. 1|24,
’ e Ap[ab .. L] pe,
8. Dans cctte formule faisonsa=b=...=[l=1.

Ciela nous donne

p=pri=p(p— ol je-r
L Pp—n(p—2) [FUCH
1.2

4 (— l)p—l Pl[(p) lvn.—]H—l‘

ou
I :‘ 1) ](IU _(1, _ ,)I ]([1)1(71»71)
-+ (_[:lgp_“i) [l(l” !(11—2‘ H e (— ,‘)p—l [l(p) ](nvp4—l=
1.2

ou cncore, en vertu de la formule (8'), et en repré-
sentant toujours par G le nombre des combinaisons
de m objets n a n, c’est-a-dire le quotient du produit
de » nombres conséeutifs dont le plus grand est m, par
le produit des 2 premiers nombres entiers, Cj, étant

pris égal & 1 pour n =o0 eta o pour n>m,

1 C/) 1 (‘/l)+/'1 -9

”‘C‘Iz Chihos — oo (— 0Pt Chzp Gt
Remplacant dans cette formule p — 1 parp, on peut

I’écrire
i:,y

. |\ -
(13) I:Z(—l)'bj,c,’ﬂ,,,,’,

=0
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9. Nous allons tirer de la formule (12) d’autres cu-
rieuses conséquences. Si les quantités a, b, ..., sont
iémes

respectivement égales aux p racines p de 'unité vy,

W2, ..., Wy, Cest-a-dire sont racines de 'équation
P —1=o0,

la formule (12) donne

i=p
(14) E w! =plowjws...wp, |,
=0
i=p
Or on sait que E o est égale & p ou a o, suivaut
i=0

que n est, ou non, divisible par p.

.

Done [ @y @y ... 0, ] est égal a « ou a o suivant que 2
est, ou non, divisible par p.

Avant d’aller plus loin, nous conviendrous d’adopter
certaines notations. Ainsi nous poserons

|wims ... wp, [0 = Q0

Si dans cet algorithme nous supprimons I’élément w;,
nous obtenons un résultat que nous représenterons
par QY. Si nous supprimons les éléments w; et wj, nous
éerirons Q}’J”. ct ainsi de suite.

La formule (1) donne

51({1) = Q) — ¢y, Qlr—1);
w, est d’ailleurs T'une quelconque des racines pie de
I'unité. En nous reportant ala remarque faite plus haut,
nous voyons (ue

Pour n=v¢p..... o .9 =
Pour n =v¢p+1..... e QP =— oy
Pour n

Il
<
-
N

)
Pour n=v¢p =3 /

‘_2[1” =0

Pour w=vp4-p—1
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De méme la formule (1) donne

Q‘l”‘l’ — Q({I/ — Wy Q'\ln-—l ),

De cette formule on déduit, en se reportant a ce
qui précede, que

Pour n=v9p.

Pour n =y

Pour n=¢p +o.,

Pour n==9¢p+3
Pour n=op -4

................ =g =

Q) — ¢
.............. Q) = — (g + wy)

v Q= W,

e QP =0

De méme encore, la formule
?

Oln}
=123

— Qrm__

12

déduite de (1), montre que

Pour
Pour
Pour
Pour

Pour n=vp

Pour n == eop +1
Pour n = e¢p + 2

Pour 7 -
Pour n —
Pour 7 ==

Pour n ==

-~ i~
T e

-
(=

wy Q1)

i
= — (W) -+ Wy 4+ wy)
=Wy Wy Walug

210
w

!

S
w w. 3w
|

= — W W Wy

Qm. —= ¢

123 —

Ces résultats se généralisent avec la plus grande faci-
lité. On a

C =P L.,

n=¢p+i+1

C = ep - L9

n=vp+p—i

0. =1

Q) =— (w4 Wyl L)

Q) = 0wy Wy Wy . W W)

Q) = (0 Wy W W Wy ...
AW —a 07—g ;)

Q) i=(—1)wjwy...0;



On peut donc énoncer cc théoréme général :

Dans U'algorithme A = [ab ... l]®, les éléments a, b, ..., l, au nombre de k, étant des ra-
cines piemes de [unité, toutes diffcérentes les unes des autres, soit R le restede la division de n par p :

1° SR est nul, Aest égal & 1. 2° SiR est un des nombres 1,2, 3, ..., p—k, A est égal a plus
ou moins lasomme des produits R a R des p — k racines piemes de [ unité quin’entrent pas dans la
composition de A, suivant que R est pair ou impair. 3° St R est supérieur & p —k, A est nul.

En convenant que la somme des produits u & pde v quantités sera prise égale a 1si p = o, ct
A osip>>v, on pourra dire dans tous les cas que A est égal & la somme des produits R a R des
p —k racines ptmes de 'unité qui w’entrent pas dans la composition de A, cette somme étant

affectée du signe +- ou du.signe — suivant que R est pair ou impair.
10. La formule (12) donne, en remplagant dans les crochets ab. . .1 par K,

at 4 br el =p K] e (p— AR 4 (p—2) Ay [K =2 5 Ay [ K ]P0,
an=top pu=top e et = p[ K]0 e (p — 1) Ay [K 224 (p — 9) A [K|e=9 o A, [K]er),

ar=t - op=lg. - Ip=t= p[K]o=Va (p — 1) A [ K]V 4+ (p—2) A [KJr-94 L - Ap [ K)Y,

a b .l =plKIY - (p—1) A K],

U+ s = plKW,

—_

N

©

~—~—
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IFaisant la somme de toutes ces égalités, nous avons,
en vertu de la formule (2) et en faisant usage des nota-
tions proposées au n° 4,

1
Z(ab. D= pl K] (p— 1) Ay 1K
i S (p— ) A [IK ) L Ay [IK Jpn,

Opérant sur cette nouvelle formule comme nous ve-
nons de le faire sur la formule (12), puis encore de la
méme manicére sur le résultat obtenu, et ainsi de suite,
suivant la méthode employée dans tout le cours de ce
travail, on {init par obtenir la formule générale

g

\ Nab...1)

(1)« "n

=p[?K|W < (p - ) A O K et

L (p—a) UKD L A 10K Jnmp),

Ainsi 'on a .

7
}:(al)) = 2|1 ab | —(a -+~ D)|1'7ab]n-1,

n

q

N
a)=[1'"7aln.

Yo =p7al

n

Cette dernicre formule a déja éié trouvée au n” 4.

11. Dans la formule (15), faisons

(7,:]):,,_:: = 1.
Cela nous donne
/
U .
Z(It,; ) Pl ,v,;+q)|(//1_p(p - l)l'(/H—r])’(n-l'

n
—_ ./’_( I) iil.)___)) I Vip+q) ]wr—-_)‘ -+ ..
| ) :
=== L plyieta |e=pet
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ou, d’aprés la formule (8),

Z +( 2 OP+Y -
(l I’))_. ) Z-HIHV/ 17 Q‘CPC52+‘I‘I)+4I[—2

= 3CRCR — e+ (— 1P pCRCRYY !

n+d

ou ¢ncore

i=p

(lﬁ) 2(1 p))—E(_l)l~1Can+”+’l i

i=1

12. Remplacons enfin, dans la formule (15), a, b,
{ par les p vacines p de I'unité. Nous aurons
q

2(101 Wy, . wp) =p[1' P v w,. . .0, W

n
ou, d’aprés la formule (5) et en nous conformant aux
notations du n° 9,

“
}i(w, Wa. .. W)
n

=p ;[l(’/] [ [ =11 Q1)

-+ [llq)]flz—2)£1(2,'+. . [ w2 ] Q=1 Qln)! -

Or nous avons vu que Q® est égal & 1 ou a o suivant
que k est, ou non, divisible par p. Done, si, divisant n

par p, on trouve
n=9p-+ 3,

on voit que la formule précédente devient
q
-
‘ 2(011 wa. . .(1)1,)

(17) .
=p g[](f/) I(n) -+ [l(r]) ](/z—p)

e l ' ]!11—2];,‘ -+ [il’/]i ]'/IAV/1)§

ou, en employant la notation connue & <I ) pour repré-
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senter la partie enti¢re du quotient de 2 par p,

. n
4 1:E<7’)

V — (@) Y n—ip)

(wywy...w),)=p [1l2'] .

n =0

En particulier, pour n <p,

4

1 (
Z(wth. . .w,,) =p[1(fl)]‘ﬂ),
n

D’apreés la formule (8'), la formule (17) peut s’écrire

|
(1= (Z(mlmz...mp)

[ et e _
= p(C;’l-H/'i + Clhig e CZ—}'[H—t/—l )-



