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ÉTUDE SUR LES SECTIONS PLMES DES SURFACES.
THEORIE NOUVELLE DES PLANS CYCLIQUES ET DES OMBILICS

[ S U I T E ( ' ) ] ;

Pui M. VICTOR LAC I)K BOSKEDON,

Professeur à la Kaculh'* des Sciences de l'Institut catholique d'Angers.

I I . SuilFACES DÉPOURVIES DE CENTRE.

Les ibrniules (3) conduisent aussi facilement aux
sections circulaires des paraboloides.

Ces surfaces sont représentées par l'équation générale

Si Ton remplace dans cette équation x, y, z par leurs
valeurs tirées des formules (3), il vient

A ^ , ? " i C / • _ ' \ r r
i~z~. rr; TT«: \ ^ï "+" /»2 / J

Pour que cette section soit un cercle, il faut d'abord,
comme pour les surfaces à centre, que l'on ait

ABC = o,

c'est-à-dire que l'un des coefficients A, B, C doit être
nul. Il en résulte que tout plan cyclique doit passer par
l'un des trois axes coordonnés, c'est-à-dire par l'axe de

( ' ) Voir iiièiiic T^uie , p . i^\.



la surface ou l'une des normales aux deux plans princi-
paux.

Puisque le plan sécant doit passer par l'un des trois
axes coordonnés, nous pouvons encore faire usage des
formules réduites (/|), (5) et (6).

Paraboloïde elliptique.

Considérons d'abord le paraboloïde elliptique

—
c

et supposons A = o . Il faudra appliquer les formules (4).
Eu substituant dans l'équation de la surface, à la place
des variables, leurs valeurs tirées de ces formules, on
trouve

<r2 G2 , r2

Pour que cette équation représente un cercle, il faut
que l'on ait

i C2

ou

( 1 2 )

ce qui exige

Alors Je plan

« 2

B» b

sécant
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passe par la normale à la section principale qui se trouve
dans le plan zy.

Or les sections principales sont les deux paraboles

2 _ i a >



( 2.6 )

dont les paramètres ont respeeti\enienl pour valeurs —-

et — • La section principale du plan z) est donc celle de

moindre paramètre. Ainsi, dans le paraboloïde ellip-
tique, on obtient des sections circulaires, en coupant la
surface par des plans perpendiculaires à la section prin-
cipale de moindre paramètre.

Si dans l'équation du plan sécant on remplace C par
sa valeur tirée de l'équation (i'<><)-, il vient

v y ci2 — h2 ± h z — o.

Il existe donc deux plans cycliques également inclinés
sur le plan déterminé par Taxe de la surface et la nor-
male à la section principale de moindre paramètre.

L'équation de la section dans son plan est

ou, en remplaçant le rapport -̂  par sa \aleur tirée de

l'équation (12),

\ oyons si l'on peut obtenir une section circulaire eu
menant le plan sécant par l'axe de la surface. Jl faut
alors faire C — o et appliquer les formules ( 6).

On trouve alors pour la section

r / ^ A - - - B'2) ' 6 ^ A2-4- B 2 ) c

équation d'une parabole.
Par conséquent, en coupant un paraboloïde elliptique

par un plan conduit suivant l'axe de la surface, on ob-
tient toujours des paraboles et jamais des cercles.



Paraboloide hj perbolique.

Passons enfin au paraboloide hyperbolique

On déduira ce cas du précédent, en changeant b1 en
b1 dans la relation (12). qui devient alors

Cette condition ne peut jamais être remplie. On ne
peut donc pas obtenir une section circulaire au moyen
d'un plan mené par Taxe des JC. Jl en sera de même
évidemment pour l'axe des y.

Menons un plan par l'axe des c, c'est-à-dire, par l'axe
de la surface. Il faut supposer C — o et employer les
formules (6). On trouve ainsi

équation d'une parabole, à moins que l'on n'ait

152 A 2 _
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auquel cas l'équation précédente se réduit à j = 0 , et
la section se réduit à une droite confondue avec l'axe
des x. Alors la section est rectiligne et dans aucun cas
elle n'est circulaire. Il n'existe donc pas de plan cyclique
dans le paraboloide hyperbolique.

Dans le cas où l'on a

_
a1 a2 ~~ '



si l'on remplace l\ par sa valeur tirée de cette relation
dans l'équation

Ar + ilr = <>

du plan sécant, on trouve

bx ri a y = o.
Jl existe donc deux plans passant par l'axe, qui cou-

pent la surface; suivant une droite. Ces plans sont égale-
ment inclinés sur chacun des plans principaux. Puisque
la section a pour équation j = o, c'est une droite se
confondant avec l'axe des x situé dans son plan, c'est-
à-dire se confondant avec la trace du plan sécant sur le
plan xy. Les deux droites de sections sont par consé-
quent représentées dans l'espace par les équations

- — o - - 4 - ^ — o

*" ' a b
C'est en effet ce que Ton trouve lorsque dans l'équa-

tion de la surface ou fait z = o : cette équation se réduit

à ~ — y- = o, et elle se décompose en deux
a'1 b1 ' l

a ~~ b ~°'

Ainsi toutes les surfaces du second ordre admettent
des plans cycliques, excepté le paraboloïde hyperbolique.
On peut même supprimer cette exception, si l'on consi-
dère; les sections rectilignes que l'on obtient dans ce cas
comme des cercles d'un rayon infini.

111. — Cône oblique à base circulaire.

Etudions encore les plans cycliques du cône oblique à
base circulaire.

Si l'on prend le plan du cercle de base pour plan



des xy, le centre de ce cercle pour origine des coordon-
nées, et si l'on fait passer le plan 3X par le sommet, le
cône aura pour équation en coordonnées rectangulaires

(az — cr)2-f- c 2 j 2 = r-(z — c)2

2 - iac xz

en désignant par a et c les coordonnées du sommet.
Si l'on substitue dans cette équation les valeurs de .r,

j ", z tirées des formules (3), on trouve, pour le coefficient
du ternie en xy,

i B ac
v/A2-i- B*-h C2

Pour que le plan A# •+-Bj'-j-C s = o soit un plan
cyclique, il faut donc, en premier lieu, que Ton ait

B = o.

Ainsi le plan sécant doit passer par l'axe des j r .
En faisant cette hypothèse et appliquant les formules

( J ) , on trouve

( a 2 —
A «

/ • 2 ) A 2 j 2

-T- G 2

A2

G2

A2

-f-C

c 2 j2

^ - G 2

y/A2 H-G 2

Pour que la section soit circulaire, on doit donc avoir en
second lieu

(a2— 7-2)A2-f- G2c2-+-2AGac = c2(A2-j-C2)

ou bien
A[A(a2—r2—c2)

On satisfera à cette équation en posant soit

A ^ o ,



( 22O )

soit
A («2 — r2 — c- ) -f- 2 G ac = o.

Dans le premier cas l'équation du plan sécant se ré-
duit à z = o. Donc le plan xy est un plan cjclique, et
il en est de même, pareonséquent, de tout plan parallèle
au plan xy : Je résultat était évident a priori.

Dans le second cas, on a

A icie

par suite, l'équation du plan sécant se réduit à

(a2—r2—c2)z ~ '

Ainsi il existe dans le cône oblique à base circulaire
deux séries de plans cycliques. La première se compose
de plans parallèles au plan xy\ la seconde de plans pa-
rallèles au plan représenté par l'équation (i4)-

Cherchons les angles que fait la trace de ce dernier
plan sur le plan xz avec les génératrices du cône.

On obtiendra les équations de ces génératrices, en
faisantj = o dans l'équation du cône. On trouve ainsi

az — ex = zîz r(z — c) .
11 en résulte

az — ex = r(z — c)

pour la première génératrice, et

az — ex = — r(z — c )

pour la seconde. Si l'on désigne par a et a' les angles
qu'elles font avec l'axe des x, on a donc

c , c
tang a = • tan^a =0 a~ r *r * a-\- r

D'un autre côté, l'angle o que fait la trace du plan se-



caiit avec l'axe des x est donné par la relation

* lac
tanco — — -;

a2 — r2 — c2'

mais

a — /• a — /•
a1 — r2— r2

a — /• a -T- r
Tl en résulte

tango — tang(a-4- a'),
d'où

Par conséquent la trace du plan sécant est antiparal-
lèle à l'une ou l'autre des génératrices que Ton considère.
Ce plan est donc le plan antiparallèle du cône oblique à
base circulaire.

Ombilics des surfaces du second ordre.

11 est très facile, au moyen des résultats précédents,
de déterminer les ombilics des surfaces du second ordre.
JNous nous bornerons au cas de l'ellipsoïde} le calcul
serait le même pour les autres surfaces.

On sait que les ombilics sont les points de contact des
plans tangents parallèles aux sections circulaires.

DanslVllipsoïdeles plans cycliques ont pour équation,
comme nous l'avons vu,

cxs/a'1— b'1 rz azsjb'1 — cl = o.

Or le plan tangent à l'ellipsoïde au point (x, y, z) est
représenté par l'équation

Pour qu'il soit parallèle aux plans cycliques, il faut



que l'on ait

.r

11 en résulte d'abord

puis

Cl a2 a î _ fyl

Puisque le point (or^j^ z) se trouve sur l'ellipsoïde,
on a aussi, à cause de y = o,

En subslituant cette valeur dans l'équation précédente,
on trouve

et par suite

^2 ^2 ri

Ainsi les coordonnées des ombilics réels de l'ellipsoïde
sont déterminées par les équations

x- et-— b~ z2 Ifi— c 2

y a*—cmi c1

Application à la résolution des problèmes.

Noyons enfin comment les formules (3) peuvent
servir à la résolution des problèmes. Supposons qu'on
ait a résoudre la question suivante :

Chercher le lieu de la droite d'intersection de deux
plans rectangulaires menés par deux droites données,
et déterminer les sections faites par des plans perpen-
diculaires ù chacune de ces droites.

Si l'on prend Tune des droites pour axe des .r, la



perpendiculaire commune aux deux droites pour axe
desj , et pour axe des z la perpendiculaire au plan xj
menée par le point de rencontre de Taxe des x, avec la
perpendiculaire commune, on trouve aisément que le
lieu est représenté par l'équation

yi -4-̂ 2 — mxz — ay = o,

a désignant la longueur delà perpendiculaire commune,
et 7?*le coefficient angulaire de la projection de la seconde
droite sur le plan zx.

Pour obtenir les sections perpendiculaires à la pre-
mière droite, il suffit de faire dans l'équation du lieu
x = K, et l'on trouve immédiatement que ces sections
sont des cercles, puisqu'ils se projettent en vraie gran-
deur sur le plan zy.

Un plan perpendiculaire à la seconde droite, mené par
l'origine, a pour équation

x -+- mz = o.
Il passe par Taxe des r. Pour avoir l'équation de la

section faite par ce plan, il suffit donc d'appliquer les
formules (5). Elles deviennent ici

ni y , y
y = x' ~-VM -T- m'1 y i -T- / / ? -

Si l'on porte ces valeurs dans l'équation de la surface,
on trouve

.r'2-h -J- '• ax'= o

I -r - M'2 I -r- ni'1

ou bien
.T'2-+- y'1 — ax' — o.

équation d'un cercle.
Il en résulte que tous les plans menés perpendiculai-

rement à l'une ou à l'autre des droites données sont des
plans cycliques.


