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ETUDE SUR LES SECTIONS PLANES DES SURFACES.
THEORIE NOUVELLE DES PLANS CYCLIQUES ET DES OMBILICS;

Par M. Vicror LAC DE BOSREDON,

Professeur & la Faculté des Scicnces de 1'Institut catholique d’Angers.

Lorsqu’on veut étudier la forme d’une surface définie
par unc équation, on coupe la surface par des plans di-
vers, ct 'on examine la nature des scctions ainsi ob-
tenues. On trouve facilement les projections d’une see—
tion sur les plans coordonnés; mais la connaissance de
ces projections ne donne qu’'une idée imparfaite de la
section clle-méme.

Pour en déterminer la forme réelle, il est essenticl
d’avoir son équation dans son propre plan. La Géomé-
wrie analytique fournit des formules qui permettent de
trouver cette équation en coordonndées rectangulaires,
lorsqu’on donme 'angle © que fait avee la partie positive
de 'axe des a0 la trace du plan séeant sur le plan xy, et
I’angle § que fait la normale au plan avee Paxe des z. En
supposant le plan mené par Porigine des coordonnées,
si 'on prend sa trace sur le plan xy pour le nouvel
axe des x et une perpendiculaire a cette trace pour le
nouvel axe des y, on a les formules suivantes

r = cose¢ — ) siny cosh.

(1) <y = r'sing —-y'cosvcosl,

—

5 = y'sin0.

Dans ces formules I'angle % est compté en allantde
ox vers 0y dans 'angle des coordonnées positives, et
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I'angle § en allant de oz vers la perpendiculaire a la
trace du plan sécant menée dans le plan xy.

Si le plan sécant, au lien d’¢tre mené par Porigine,
passait au point (a, b, ¢), il faudrait remplacer dans ces
formules x, v, z respectivement par x—a, y — b,
z—c.

Mais il est rare queles formules précédentes puissent
s'appliquer directement; car on ne connait pas les angles
@ et §. 11 m’a semblé qu’il serait utile de les transformer,
de manicre a les rendre applicables dans le cas général,
c’est-a-dire lorsque I'équation du plan se présente sous
la forme Axr +~ By +Cz+D =o.

FEn partant de cette idée, j’ai ¢tabli les formules qui
servent de base a ce travail; puis je les ai appliquées a
I’étude des sections planes des surfaces du second ordie.
Aprés avoir établi quelques théorémes fondamentaux,
jai montré avec quelle facilité cette méthode conduit a
la détermination des plans cycliques et des ombilics.
Flle peut s’appliquer d’ailleurs a I'étude des sections
planes d’une surface quelconque. Jai indiqué sur un
exemple comment clle sert a la résolution des pro-
blémes.

Soit
(2) Ar+By+Cz=o0

I’équation d’un plan sécant mené par Iorigine des coor-
données. Il s’agit d’exprimer sing, cosg, sinf et cosb
en fonction des coefficients de cette équation. On y ar-
rive aisément par les considérations suivantes.

La trace du plan sécant sur le plan xy s'obtiendra en
faisant z = o dans I'équation (2). On trouve ainsi

\r—By=o0 ou y=—=u.



1l en résulte

A
tange = — 53
) B
d’ou
. A2
R S Ty
ct, par suite,
. A B
SINY T e ey €08y = —— =
L YA B2 /A - B2

D’autic part, on sait que cosl est donné par la rela-

lion
G
cos0) — ——— 7 - .
=y A2 B2y (2
11 ¢n résulte
A2 B

sl = A‘/ .

VA2 — B2 (2

Dans les valeurs de sino ct cosw ainsi obtenues le
radical est affecté du double signe. Cela tient a ce que
P'angle © est donné seulement par sa tangente.

Or a une tangente correspondent deux sinus et deux
cosinus ¢gaux et de signes contraires. Ces deux valears
ne déterminent, pour la trace du plan sécant surle plan
xy ,qu'une seule position. Elles correspondent aux deux
dirceetions opposées qu’elle présente a partir de origine.
La direction des & positifs reste ainsi arbitraire. Nous la
déterminerons en convenant de prendre pour Pangle o
qu’elle faiv avee Ja partie positive de 'axe des o angle
qui correspond au signe -+ du radical et nous écrirons,
en mettant le signe de ce radical en évidence,

sing = »~—A~— s Cos® — —= B——
\/,\2_,_ B2 ‘/;\‘l—‘— B2

.

De cette maniére, si P'on suppose A positif, sing sera
toujours positif, et cosy sera positif ou négatif en méme
temps que B. Dans le premier cas. ’angle 2 sera compris
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entre o et =; dans le second, il sera compris cntrcg

R

et .

En particulier, si A = o, © seranul ou égal a = suivant
le signe de B; dans tous les cas, la trace du plan sécant
coincidera avee I'axe des . Si B = o, I'angle o sera égal
a ;-, la partie positive de I'axe des a2’ coincidera avee la

partie positive de I'axe des y.
Dans les valeurs de sinfl et cosf), le radical

VA B2 (2

est aussi allecté du double signe.

Cela tient a ce que I'angle 0 est donné seulement par
son cosinus. Or & ce cosinus correspondent deux valeurs
de 0 égales et de signes contraires, ce qui détermine deux
inclinaisons égales du plan sécant sur le plan 2y a droite
et a gauche de sa trace. Nous prendrons encore ici le
radical /A2 + B2 - C2 avec le signe -, et nous éerirons,
en mettant le signe en évidence,

A2 B2
sinf = _\/:__ —
VAz+ B2 (P

De cette maniére, sin 0 sera toujours positif et cosf sera
positif ou négatif en méme temps que C. Dans le pre-
. . [
mier cas, I'angle 0 sera compris entre o ct ~; dans le

TT,

second, il sera compris entre

~ |

et =. En particulicr, si

A et B sont nuls, § sera égal a 0 ou a = suivant le signe
de C; la perpendiculaire élevée sur le plan sécant coin-
cidera avee 1'axe des z, et le plan sécant se confondra

avec le plan ay. Si C est nul, Vangle 6 sera égal a E, et

le plan sécant perpendiculaire sur le plan xy.
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Avec ces conventions, les angles o et § varieront seule-
ment entre o et =. La grandcur de chacun de ces angles
sera déterminde par les signes des coeflicients A, B, C,
juints a leur valeur numérique.

Si on laisse ces cocflicients arbitraires, le plan sécant
Ax + By + Cz = o pourra occuper une position quel-
conque autour de 'origine, et par conséquent le plan
A(x—a)+ B(y —0b) -+ C(z—c) =0 une position
quelconque autour du point (a, b, ¢).

Eu substituant, dans les formules (1), les valeurs de
sing, coso, sinl, cosl, ainsi déterminées, on obtient
les {formules suivantes :

xr — _ o - 5 el
\ VAo B /AT Bry/ARL Bi— G2

VAT [C

Pour avoir maintenant I'équation de la ligne d'inter-
section d’une surface par un plan, rapportée a deux axes
rectangulaires tracés dans le plan sécant, il suffira de
substituer dans I'équation de la surface les valeurs de
x, ), = tirées des formules précédentes.

Nous supposons, bicn entendu, que le plan sécant
passe par I'origine des coordonnées. S'il était mené par
le point (a, b, ¢), il faudrait remplacer, comme nous
Pavons dit, o, », z par x —a,y —b, 5 —ec.

Il faut remarquer que les formules (3) sont linéaires
par rapport aux variables. Par conséquent, sil’on sub-
stitue a la place de x, 5, z les valeurs qu’elles fournis-
sent dans une équation de degré m, le degré de cette
¢quation ne changera pas.
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Donc un plan coupe toujours une surface du degré m
suivant une courbe de Vordre m. Fn particulier, un
plan coupe une surface du second ordre suivant une
conique,

Les formules (3) supposent, il est vrai, que le plan
séeant est mené par 'origine des coordonnées. Mais, si
Pon veut le mencer par un point quelconque (a, b, c)
de Pespace, on pourra prendre ce point pour origine des
coordonnées, ce qui ne changera pas le degrd de 1é-
quation de la surface, et les conclusions resteront les
maemes.

On peut voir encore que la section faite dans une sur-
face du second ordre par un plan queleonque paralléle
au plan sécant de DUorigine est homothétique a la sec-
tion déterminée par ce dernier plan.

En effet, sile plan sécant del'origine a pour équation
Ax + By + Cz = o, tout plan parallele a celui-la
aura pour équation

Ar —By —Cs=h.

“ , . K .
Ce plan coupe I'axe des z au point ok il passe donc au
. 1N N .
point =0, =0, 3= " 11 suffira done, pour avoir

la section du nouveau plan, de remplacer dans les for-
mules (3) z par 5 — i& ce qui naltérera pas évidem-
ment les coefficients des termes du second degré. Ainsi
se trouve établie directement, et sans aucunc transfor-
mation de coordonnées, 'homothétie des sections paral-
leles dans les surfaces du second ordre.

On peut déduire des formules (3), comme cas parti-
culiers, quelques autres formules trés utiles dans les
applications.

Si A =o, les formules (3) se réduiscut aux sui-



vantes :

(1) ‘

Infin, si C = o, il vient
b b

B
X = ey
VA2 B2
(6 . A2
Y = - —— s
VAzo- B2
L=y

Le plan sécant passe dans le premier cas par I'axe
des v, dans le second par Paxe des 3, dans le troisiéme
k] ,
par Paxe des z. La trace du plan séeant sur le p]an xy
se confond dans le premier cas avee 'axe des a, dans le
seccond avee 'axe des y, et dans e troisieme elle est re-
présentée par I'équation méme du plan sécant

Ar+By =o.

Appliquons cette méthode i I'étude des sections planes
des surfaces du second ordre, et considérons d’abord les
sections circulaires.
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Sections circulaires des surfaces du second ordre.

1. — SURFACES A CENTRE.

Les surfaces du second ordre douées d’un centre
unique peuvent étre représentées par 'équation géné-
rale

[}
19

T

L
b T

u

2l 8

Sil'on substitue dans cetle équation les valcurs de @,
3, z fournics par les formules ( 3), on trouve

a2 T b2

— —— = = =)oy
‘/\2—{—- B2-.C2 \{l.2 - ])2) '

1 AzCz | B2CG2 | (A2 B2 . ,
oAz B2 ~C2[ az 02 ——‘*— yr=Ar+- R

(E%—u"\z\) Lo 2 ABC I 1)

2

On obtienl ainsi pour section une conique. Cette
conique appartiendra au genre ellipse, au genre hyper-
bolc ou au genre parabole, suivant les valeurs attribuées
aux coeflicients des inconnues. Mais on peut remarquer
déja qu’on n’aura jamais une parabole proprement dite;
car, lorsqu'une équation du second degré se présente
sous la forme

\ri+oBry— Cy2—P —o.

la condition
A\C—- B2—o

rend le trindme Ax?— 2Bxy + Cy? carré parfait, de
sorte que V'équation peut s’écrire

(:I'\/K - VCY - F —o.

et elle représente deux droites paralléles. Cest ce qu'in-
Ann. de Mathémat., 3¢ sévie, t. V. (Avril 1886.) 13
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dique aussile diseriminant de I'equanon genetale, qui s
1éduit alors a 1'(AC — B2). Il estnul, si AC — B2 = o.
Cherchons maintenant a quelles conditions la section
sera circulaire.
Pour que Iéquation (7) représente un cercle, il faut
d’abord que 'on ait
ABC = o.
Ainsi I'un des trois coeflicients A, B, C doit éire nul,
cest-a-dire. que le plan sécant doit étre mené par Pun
des trois axes coordonnés ou, en d’autres termes, par
I'un des trois axes de la surface.
Il vésulte de a que, dans la recherche des plans cy-

cliques, nous pouvons employer les formules réduites

(4). (5) et (6).
Ellipsoide.

Considérons d’abord Vellipsoide

19

r? 12 s

RN
a? /a [

[

Supposons, par exemple, B=o. 1l faudra substituer
dans 'equation de la surface les valeurs de a, 9, = tirées
des formules (5). On aura ainsi, en supprimant les
accents des variables,

7_(]21;2A_+£4_AA2}2 B
ar(A2+ C2) b2 e2(Ar-C2) !

Cette équation représentera un cercle, silon a
1 C2 A2 1
Vi G2\ a2 c? b2

(8) Ata2(b? - c?) = Cic2(a2— b2,

ou

ce (qui exige .
a_ 0>«
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Donc I'axe & par lequel il faut mener le plan séeant
doit ¢tre 'axe moyen de la surface.
L’équation du plan sécant se véduit alors a

Ar2 Cs=o,

et, si 'on remplace C par sa valeur tirée de la rela-
tion (8), elle devient

ceai—bixas/ii—cr=o.

On voit done qu’il existe dans Pellipsorde deux plans
cycliques. Les traces de ces plans sur le plan az font
avee axe des a des angles 4 déterminés par la relation
eyar—

tangy —— — —

ayybiz 2

Ces plans sont donc ¢galement inclinés sur le plan dé-
terminé par 'axe moyen et I'un des deux autres axes de
la surface.

Le cerele de section a pour équation dans son plan,
a cause de la relation (8),

ct son rayon est egal au demi-axe b.

Dans les résultats qui précédent, nous avons admis
implicitement que les trois axes de I'ellipsoide étaient
inégaux. Examinons le cas on la surface a deux axes
égaux.

Supposnns, par exemple, « = b. Il résulte alors de la
relation (8) que A = oj par conséquent I’équation du
plan sécant se réduit 4 z=o0. Ce plan se confond avec
le plan ay, ce qui doit étre, puisque alors ellipsoide est
de révolution autour de 'axe des z.

Enfin s1l'on a a la fois « = b = ¢, Iellipsoide devient
une sphdre. La relation (8) est vérifiée identiquement
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Donc toutes les sections faites par des plans menés par
un axe quelconque de la surface sont des cercles, et
comme tous les diamétres de la sphére sont des axes de
la surface, il en résulte que toutes les sections planes
sont circulaires.

Iy perboloide a une nappe.

Considérons maintenant hvperboloide 4 une nappe

Pour avoir les plans cycliques, il suftit de remplacer
dans la relation (8) ¢* par — ¢2. On a ainsi I'équation
de condition

(9) A2a2(D2+ ¢2) = C2et(h2— a?),

ce (l“l (‘Xlg('
b «a

On obtiendra donc un plan cyclique en menant le plan
sécant par le plus grand des axes réels de la surface.
Le plan séeant a alors pour ¢quation

\r—Cs=0
et, en remplacant C par sa valeur tirée de la relation (g),
cx \/F‘-’ —a*asz \/bilfc-i = 0.

Il existe done deux plans cycliques, également inclinés
sur le plan déterminé par le plus grand des axes réels et
U'un des deux autres axes de la surface.

Le cercle de section a pour équation dans son plan

2

r?— 2= b2
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Voyous maintenant si P'on peut obienir une section
circulaire, en menant le plan sécant par P'axe imagi-
naire de la surface.

Il faut alors supposer C=o ct appliquer les for-
mules (6). On trouve ainsi

B2r2 A2p?
az(A24 B2) T br(AT - B2)

Pour que cette équation représente un cercle, il faut

1 (B‘l Ay '
AT B\ gz 112) R

\

que Pon ait

conditon impossiblea réaliser; par conséquent, un plan
mené par 'axe imaginaire de I'hyperboloide & une nappe
ne peut pas éire un plan cyclique.

Sila surface est de révolution, ¢’est-a-dire si a==0,la
relation (g) est impossib]e.\ a moins que Ponn’ait A == o.
Le plan eyclique se confond alors avee le plan a .

Hyperboloide a deux nappes.

On déduira le cas de hyperboloide a deux nappes
2 12 22

de celui de Pellipsoide, en remplacant dans la rela-
i ) pla¢
tion (8) A* et ¢? par — b* et — 2. On trowve ainsi

(10) A\2a2(h2 —c2) = G2c2(a?-- b2).

ce qui exige

b > c.
On obtiendra donc une section circulaire, en menant le
plan sécant par le plus grand des axes imaginaires de la
surface.
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Le plan sécant, en vertu de la relation (10), a pour
équation

cxJar+ b2 asybr—cl=o.

Il existe donc deux plans cycliques, également inclinés

oie

sur le plan déterminé par le plus grand des axes imag

natres et I'un des deux autres axes de la surface.
Le cerele de section a pour équation dans son plan

Xyt — 2

par conséquent il est imaginaire. Donc le plan considéré
ne rencontre pas la surface.

Mais, si 'on coupe I’hyperboloide par un plan paral-
léle A celni-la, et ayant pour équation

Ar+ Czs =K,

on aura des scetions réelles pour des valeurs de K suffi-
samment grandes. En cflet, ce plan coupe Paxe des x au
point K, 11 passe donc au point a = E ) =0, 3=0;

A A’ ’ ?

par conséquent, il faudra remplacer dans les for-

- K . . .
mules (5) x par & — > pour avoir la section faite par
ce nouveau plan dans la surface. Si Pon substitue dans
I'équation de 'hyperbolowde les valeurs de &, y, z tirées
des formules (5) ainsi modifiées, il vient

K2

A2q?

=1

& <(1.'3 L—’) 2 CKv

A2 G2\ a? c? -2

Aa2 /A2

Pl
%

Pour que cette section soit circulaire, il faut que 'on
ait, comme précédemment,

I (C—‘ A2y 1
vrole T @) TR

\2@2(hi— r2) = C2¢2(a?— h?).

ou
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Supposons celte condition remplie et divisons Péqua-
tion par le coefficient de x%, nous auvons
2 G Ky LK
2yt = 02 15— —1).
Aa2y/A2+ C2 Ara?
On obtiendra done un cercle qui sera réel, dés que Pon
donnera a K une valeur satisfaisant a Pinégalité

Krp o G ]>a2
AT @A o)

) G .
ou, en remplacant le rapport 5 bar sa valeur tirée de la
;
relation (10), a I'inégalité

W2 a(a*—+ c?)
7 e

s Vg . , K
c’est-a-dire des que Fon donnera au rapport § une valcur
2 2

a*+ct . . .
absolue plus grande que a\/m, ¢’est-a-dire enfin,
des que la distance a Porigine du point ou le plan sécant

rencontre I'axe des a sera supéricure a la quantité

a?+ c?
a ———— .
ar—+ b2

Voyons maintenant ce qui arrive lorsque le plan sécant
passe par I'axe réel a de la surface.
Il faut alors supposer A = o et appliquer les for-
mules (4). On trouve ainsi
C2y2 B2y?
T (B C?) By Cr)

x2
a?
¢ty pour que cette section soit circulaire, il faut queI'on
ait
1 1 C2 B2
i 132+<;‘5<b—2 +c7)’

relation impossible. Done on n’obtient pas de section
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circulaire en menant le plan sécant par 'axe réel de la
surface.
Par conséquent, les sculs plans cycliques de hyper-
boloide 4 deux nappes sont les plans paralléles aux deux
plans représentés par 1’équation

covar- bit-as \/E?c‘ = o,

en supposant que 2 b désigne le plus grand des axes ima-
ginaires de la surface. (-1 suivre))




